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PRÉFACE. 



Le Précis que je public aujourd'hui m'a souvent été de- 
mandé par des ingénieurs désireux de voiries fonctions ellip- 
tiques dégagées des hautes théories du Calcul intégral et 
conduites jusqu'aux: applications numériques. C'est à eux 
surtout que ce Livre s'adresse. J'ai dû cependant songer aussi 
aux étudiants et, tout en leur faisant connaître les propriétés 
les plus essentielles des fonctions elliptiques, les mettre à 
même de lire et de comprendre les Ouvrages plus étendus, 
tels ([ue le Traité d'Halphen ou les Eléments de MM. Tan- 
nery et Molk. 

Le but que j'avais en vue m'imposait une double néces- 
sité. D'abord, au point de vue des applications à l'Art de 
ringénieur, le réel seul compte; les valeurs imaginaires des 
fonctions sont sans intérêt, je les ai passées sous silence au- 
tant que faire se pouvait ; si les démonstrations y ont perdu 
comme généralité, elles y ont souvent gagné comme simpli- 
cité. Ensuite les méthodes devaient être courantes; donc pas 
d'intégration le long de contours imaginaires, pas de théo- 
ries sur les fonctions doublement périodiques en général. 
F^es notions, qui me servent de point de départ, sont fami- 
lières aux élèves de Mathématiques spéciales ou tout au moins 
à ceux de nos Ecoles d'Ingénieurs, Centrale, des Ponts et 
Chaussées ou des Mines ; ce sont les propriétés des séries con- 



VI PRÉFACE. 

vergentes et la notion de l'intégrale définie réelle. Sur les 
séries, j*ai admis qu'elles pouvaient être traitées comme des 
polynômes, additionnées, multipliées, dérivées, etc. J'ai 
aussi admis une ou deux fois des théorèmes qui ne sont dé- 
montrés que dans un Chapitre complémentaire ou dans un 
texte en petits caractères. J'espère que cette liberté me sera 
accordée au même titre qu'on admet dans les lycées l'exis- 
tence d'une racine réelle ou imaginaire pour toute équation 
algébrique à une inconnue, ou encore l'existence de la fonc- 
tion implicite, définie par une équation entre deux va- 
riables. 

Avec ce point de départ, j'ai pu aborder les problèmes 
les plus variés ( * ) auxquels s'appliquent les fonctions ellip- 
tiques et montrer ainsi que ce sont leurs propriétés les plus 
élémentaires qui sont les plus utiles. Il y avait donc intérêt 
à détacher ces propriétés et à les placer au seuil de l'ensei- 
gnement supérieur au lieu de les reléguer à la fin, de même 
qu'en Trigonométrie on n'attend pas d'être en possession 
des éléments du Calcul intégral pour étudier le sinus et le 
cosinus. L'inconvénient du plan adopté est que j'ai dû, une 
ou deux fois, pour rester sur un terrain élémentaire, allonger 
les démonstrations ; mais cet inconvénient disparaît pour le 
lecteur qui peut se dispenser de refaire les calculs un peu 
laborieux et s'en tenir aux résultats et au texte toujours facile 
à comprendre. Un second inconvénient est que des formules ' 
établies pour le domaine réel ne peuvent pas toujours sans 
danger être étendues au domaine imaginaire. Le Chapitre IX 
où j'indique les méthodes générales obvie à cet inconvé- 
nient. 



(') J'ai choisi de préférence ceux que j'ai eu Toccasion de traiter dans mes 
conférences à l'École Polytechnique. 
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Un Précis ne peut naturellement pas prétendre à être 
complet; j'ai au moins saisi toutes les occasions d'indiquer 
les belles questions qui se présentent dans Tétude des fonc- 
tions elliptiques, équation de Lamé, transformation, etc. 
Les exercices m'ont également permis soit de donner un 
grand nombre de formules, faciles à établir, et qui com- 
plètent celles du texte, soit de renseigner le lecteur sur 
quelques applications abordables avec les ressources du 
Précis et que j'ai dû laisser de côté pour ne pas trop allon- 
ger; l'Ouvrage de M. Greenhill, traduit par M. Griess, m'a 
été, à ce point de vue, d'une grande utilité. 

On remarquera le rôle prépondérant que jouent, dans 
mon Livre, les fonctions de Weierstrass ; c'est conforme aux 
traditions qui s'établissent non seulement dans renseigne- 
ment, en France, mais encore dans un certain nombre de 
chaires étrangères (*). J'ai cependant fait leur part aux fonc- 
tions de Jacobi que tant d'illustres savants, et en premier 
lieu M. Hermite, ont adoptées, et je les ai utilisées partout 
où elles se sont présentées naturellement. Le Tableau que 
j'ai placé à la fin du Volume permettra de se retrouver aisé- 
ment dans les diverses notations; celles que j'ai adoptées 
sont celles qui sont enseignées à l'École Polytechnique ; je 
ferai seulement observer que 2(o^ désigne toujours la période 
réelle et 20)3 la période imaginaire, même quand ces deux 
périodes ne forment pas un couple de périodes primitives. 
Il m'a semblé préférable, dans un Ouvrage où j^étais surtout 
préoccupé des applications, de conserver toujours le même 
nom aux seules périodes utiles pour les applications. 



(*) Voir notamment, en France, les deux Cours d'Analyse de l'École Poly- 
technique; les Éléments, de MM. Tannery, directeur des études à l'École Nor- 
male, et Molk, professeur à la Faculté de Nancy; à l'étranger, le Coursât 
M. Teixeira, le savant directeur de l'Académie polytechnique de Porto, etc. 
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Les Tables numériques constituent une innovation dans 
un Ouvrage élémentaire; on verra, par l'exemple détaillé 
que j'ai traité pages 1 53 à 1 69, qu'elles donnent une approxi- 
mation généralement bien suffisante. 

Le soin avec lequel ce petit Volume a été imprimé est dans 
les habitudes de MM. Gauthier-Villars; je tiens à les en re- 
mercier ici ainsi que de l'amabilité avec laquelle ils m'ont 
engagé à achever un Ouvrage trop souvent interrompu. 
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igné 9, au lieu de 6J(o), lire 65(0). 

igné 8 en remontant, le numéro de la formule est (s) et non (i). 

TZn 7C in 

ignés 1 et 2 en remontant, au lieu de e<*>i, lire e**>i . » 
igné I » » . 

igné n en remontant, après le mot valeurs ajouter réelles, 
igné 5, dans l'exposant, lire u et non n. 

igné 12, au lieu de 4^2» lire 20 Cj et au lieu de — 4^4» ^"'^ 28 c^. 
dans la formule (y), supprimer les facteurs 2 au second membre, 
igné 2, au lieu de \ts fig. 2 et 3, lire \es fig. 3 et 4- 
à gauche d^fig. 7 écrire discriminant négatif; e,< o, au lieu de dis 

criminani positif; e,> o. 
igné 3, après intégrale, écrire complète, 
igné 4> au lieu de Wj, écrire o),. 
igné 5, devant x — 9, écrire sin. 

ligne 3, en remontant, au lieu de -r-» écrire -,— • 

ot dp 

ligne 5, en remontant, effacer le numéro de la formule. 

dernière ligne, au numérateur de la dernière fraclion, écrire oL-pu, a 

lieu de a}. 

ligne 16, après k^{i -h k"^, fermer la parenthèse. 

ligne 17, après k^^ ouvrir la parenthèse. 



ligne i5, au lieu de (— 1)*~^ 



(a-i;I 

lignes i5 et 16, au lieu de y, lire a. 
au lieu de e, lire e^' 



-1 écrire (— 1) 



— I ^«-• 



(a-i)! 
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CHAPITRE PREMIER. 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES : VOCABULAIRE, DÉFINITIONS, 

NOTATIONS. 



Représentation des quantités imaginaires. — Il est com- 
mode, pour se représenter une quantité imaginaire 

de tracer deux axes de coordonnées rectangulaires O^, Oy et de 
considérer x ^l y comme les deux coordonnées d'un point M, 
qu'on nomme Vaffixe de l'imaginaire; OM =: y/^^+j^^ est le 
module de l'imaginaire, x eiy peuvent prendre des valeurs arbi- 
traires et indépendantes; dans certains cas, on a besoin de consi- 
dérer X ely comme fonctions d'un même paramètre t; le point M 
décrit alors une courbe G; il nous arrivera de dire que le point Z, 
ou même la variable z, décrit la courbe G. 

Chaque variable imaginaire pourra ainsi être considérée comme 
rapportée à deux axes de coordonnées qui varieront d'une variable 
à l'autre. Soit Z=/(.s) une fonction de z; lorsque z décrira 
dans son plan une courbe, Z décrira dans son plan une autre 
courbe. 

L. L. I 









CHAPITRE I. 



Points ordinaires; points critiques. — Si, quel que soit le 
chemin parcouru par z pour arriver au point Zq^ Ta prend au 
point Zq une valeur unique et finie, le point Zç^ sera un point 
ordinaire de la fonction f{z). Dans le cas contraire, ce sera un 
point critique; Zq sera un pôle de f{z) si /(zo) est infinie et si 
rinverse de /(z) reste finie et bien déterminée dans le voisinage 
de Zo 't les points critiques qui ne sont pas des pôles s'appellent des 
points singuliers essentiels (nous n'aurons pas à en considérer). 
Si f{zo) est nulle, Zq est un zéro de f{z)^ simple, double, 
triple, etc., suivant que, dans la suite /(^o), /' (^o)j/"(^o)7 • • • ? 
une, deux, trois, . . . fonctions sont nulles. 

Diverses espèces de fonctions. — Si.3o est un point ordinaire 
d'une fonction, la fonction est dite régulière au point Zq et Ton 
peut développer la fonction suivant la formule de Taylor 

/(^) =/(^o) -i- (^ -2o)/'(2o) -+- ^^f^V'C^o) H- . . . . 

1.2 

» 

Une fonction régulière en tous les points z d'une portion de 
plan est dite holomorphe dans cette portion de plan. Une fonction 
qui n'a pas d'autres points critiques que des pôles dans une 
portion de plan est dite méromorphe dans cette portion de plan. 
Par exemple, les fonctions sin ^, cos 5, e^ sont holomorphes dans 
tout le plan, tang>3 est méromorphe. 

On dit qu'une fonction est uniforme (ou monodrome) dans 
une portion de plan lorsqu'elle n'a qu'une valeur pour toutes les 
valeurs de z situées dans cette portion de plan. Les fonctions pré- 
cédentes sont uniformes dans tout le plan; ^z — a, log(-5 — a) 
ne le sont pas. Par exemple y/z^ prend, en chaque point du plan, 
deux valeurs égales et de signes contraires, de z. Mais si l'on sait 
d'avance que y/z^ doit être positif en même temps que z^ \J z^ 
n'aura plus qu'une seule valeur -\- z bien déterminée pour toutes 
les valeurs positives de z. Il est donc possible, en ajoutant cer- 
taines conditions complémentaires, de traiter les fonctions m,al 
déterminées ou multiformes comme des fonctions uniformes. 

Définitions de fonctions par des séries. — Un des moyens 
les plus puissants de définir les fonctions d'une variable z consiste 
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à les définir par des séries. Les fonctions holomorphes sont défi- 
nies par des séries entières analogues à la série de Taylor ; ainsi 
l'on peut prendre comme définition de e^, sin-3, cos^ les séries 
suivantes : 



z z^ z^ 

e- = I -h - 



sm^ = z 



I l.>. I.'2.3 

^3 ^6 



i.2.3 l ,2.'S..\.'J 



Z^ 3* 

COSZ = I — -^^ -+- 



1.2 I . '2 . 3 . 4 

et ces séries, convergentes pour toutes les valeurs de Zy réelles ou 
imaginaires, permettent d'établir les formules fondamentales sui- 
vantes, dont j'appellerai spécialement la troisième, la quatrième 
et la cinquième /brmwfe^ d^Euler : 

e^' = cosa? -h i sin jr, 

811137= ; i 

11 

cosa? = i 

•À 

QX-)riy = qX (cosj/" -4- t sin J/"), 

d'où l'on déduit que le module de g-^'r est e^. 

Ces formules sont bien connues : cependant, pour éviter toute 
difficulté au lecteur, je lui rappellerai que la convergence d'une 
série imaginaire se constate soit en démontrant que la série des 
modules de chaque terme est convergente, soit en vérifiant que la 
partie réelle et la partie imaginaire sont séparément des séries 
convergentes. 11 existe des séries, qui sont convergentes sans que 
la série des modules soit convergente; telles sont, par exemple, 

les séries alternées 

1 I I 

2 3 4 

Nous ne considérerons pas de telles séries, qu'on appelle séries 
semi-convergentes. Les séries, qui seront employées dans cet 
Ouvrage, seront toujours absolument convergentes, c'est-à-dire 
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que la série des modules des termes sera convergente. On sait que 
souvent une série 

Ao-f- Al (2 — a) -H Aj (-S — a)2-f- .. ., 

convergente pour des valeurs de z suffisamment voisines de a, 
cesse de l'être dès que la distance du point z au point a atteint 
une certaine valeur : cette valeur s'appelle le rayon de conver- 
gence de la série. 

Les fonctions méromorphes s'expriment, ou se définissent^ par 
des séries de Laurent, composées d'une série entière analogue à 
la précédente, précédée d'une fraction rationnelle. Telle sera, par 
exemple, la fonction pu^ qui jouera un rôle prépondérant dans 
cet Ouvrage, 



I 



pu = -— -h CiU^ -\- C9U^-\- 



La forme générale est, dans le voisinage du pôle a, 



Al 

-+- • \-Bo-hBi(z — à)-^Bi(z — ay-\- 

z — ■ Clf 



Fonctions simplement et doublement périodiques. — La 

Trigonométrie a pour objet l'étude des fonctions périodiques : 
sinz, cos^ ont pour période 2 7r, tangs admet ir comme période, 
e^ a une période imaginaire nizi. C'est un théorème connu, mais 
que nous ne démontrerons pas, que les fonctions holomorphes ne 
peuvent avoir plus d'une période. 

Ainsi une fonction qui admet deux périodes distinctes a néces- 
sairement des pôles : les fonctions doublement périodiques les 
plus simples n'ont pas d'autres points critiques que des pôles : on 
les appelle fonctions elliptiques. On démontre, dans les cours 
d'Analyse, qu'une fonction méromorphe ne peut avoir plus de deux 
périodes distinctes et que le rapport de ,bes périodes doit être ima- 
ginaire; nous admettrons ce théorème qui n'offre pas pour nous 
une utilité immédiate, mais qui fait/ comprendre pourquoi nous 
n'introduirons que des fonctions doni les deux périodes présentent 
un rapport imaginaire. / 



V 
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D'une fonction y(5) simplement périodique, à période 2t:, on 
peut déduire une fonction à période quelconque aw, en posant 



TZU 



La fonction 

^<»>=/(v) 

admet la période aw, puisque, si u augmente de 2(o, z augmente 
de 27r et par suite /(z) ne change pas, ni o(u). C'est ce qu'on 
exprime ainsi : 

Cp(M-f- 2(0)= 9(1/) 

et plus généralement, m étant un entier quelconque positif ou 
négatif, 

Fonctions doublement périodiques de deuxième et de troi- 
sième espèce. — On appelle fonction périodique de deuxième 
espèce une fonction méromorphe qui est multipliée par deux 
quantités constantes différentes 5|, ^2, lorsque la variable s'accroît 
de deux quantités données 2(0i, 2(02 différentes : on a donc, par 
définition, 

( f{z-h7.(i}t) = Stf{z). 

On appelle fonction périodique de troisième espèce, une 
fonction méromorphe qui est multipliée par deux facteurs expo- 
nentiels différents, e^i^+*ô e^i^+^n lorsque la variable s'accroît res- 
pectivement des quantités awj, 20)2 ; on a donc par définition 

<f(z -h 2(iii)= e«i--*-*i(p(.s), 

Notations. — Nous désignerons par | a | la valeur absolue ou 
le module de a]f'{u)^ f"{u)^ ... représenteront les dérivées pre- 
mière, seconde de /(w) par rapport à la quantité désignée par u; 
ainsi si 

on aura 

^'{u)=lf(lu). 
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Nous numéroterons les formules importantes en chiffres arabes, 
les numéros se continuant d'un Chapitre à l'autre. Les autres for- 
mules qu'il pourra être commode de rappeler seront désignées 
par les lettres de l'alphabet français ou grec, la première lettre 
étant reprise dans chaque Chapitre. 

Les notations adoptées sont celles de l'Ouvrage de M. Jordan 
{Cours d'Analyse de V Ecole Polytechnique)] ce sont aussi 
celles employées par M. G. Humbert dans le Cours qu'il professe 
à l'Ecole Polytechnique. Elles ne diffèrent de celles de MM. Tan- 
nery, directeur des Études à l'École Normale, et Molk que par 
une question peu importante d'indice dans les fonctions 0; celles 
de M. Jordan sont plus symétriques et par suite plus faciles à 
retenir. 

Les démonstrations en petits caractères ne sont pas indispen- 
sables à l'intelligence du texte. 

On trouve à la fin du Volume un Tableau faisant correspondre 
nos notations à celles des autres auteurs modernes. 



>^e8< 



\ 
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CHAPITRE IL 



DES SÉRIES e : ROLE DES PÉRIODES, ADDITION, USAGE POUR L\ 
CONSTITUTION DE FONCTIONS ELLIPTIQUES, RELATIONS QUADRA- 
TIQUES [FORMULES (1) A (19)]. 



Étude préliminaire d'une fonction holomorphe. 
La série que nous voulons étudier est la suivante 

2 (/i4- -)«+•( /!-+--) a 



00 



le signe \^ s'étendant à toutes les valeurs entières de /i, de — œ 

à +00. 

Théorème I. — La série (a) est convergente, quelle que soit 
z^ pourvu que la constante a soit une quantité négative ou une 
imaginaire à partie réelle négative. 

En effet, le rapport d'un terme au précédent, pour les valeurs 
positives de /i, est 

Un. 



Uft-l 



Si la constante a est réelle, il faut et il suffit qu'elle soit néga- 
tive pour que le facteur e^'^^ tende vers zéro, lorsque n croît à 
l'infini; sinon, soit a = a'-\- b'i^ le module de ce facteur (p. 3) 
est e^"^' et il faut que la partie a' soit négative pour que le 
module du rapport considéré tende vers zéro. 
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Même démonstration pour la partie de la série qui correspond 
aux valeurs négatives de n\ il suffît de changer n en — n. 

Remarque. — J'admettrai sans démonstration que ^{z) a une 
dérivée qui est la somme des dérivées des termes de ^{z). C'est 
une fonction holomorphe. 

Périodicité. — La fonction ^{z) admet la période ^Tzi^ car 
l'addition- de ^Tzik z revient à multiplier le terme de rang n par 
cos(2/i -h 1)211-1- «sin (2/2 + i)27t=i, 

Remarquons, en passant, la formule 

(c) <p(z -f- 2Trt) = — ^{z). 

Ajoutons maintenant iak l'argument z, 



^{z + ^a)J^(-xYe^"^'^"^^^''^-^'<"^'^'\'' 



(d) 



00 






00 



<p(z -+- 2a) = — e-(2+a) «p(-s). 

La fonction (f{z) est donc de la classe de celles que nous avons 
appelées, dans le Chapitre I, fonctions périodiques de troisième 
espèce. 

Corollaire. — On a 

j cp(>5-+-4a) = e«(2-+-2«)<p(z), 

Théorème IL — Les formules (c) et (d) définissent entière- 
ment la fonction ^{z), à un facteur constant près. 

On suppose toutefois la possibilité des développements en 
séries pour les fonctions que l'on veut caractériser. Posons, en 
effet, 

«'=«, <p(^)=/(0. 
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la formule (c) devient 

et la formule (rf),. puisque ajouter a k z revient à multiplier t^ 

(d') qt^nqt)=-f{t\ 

Gela posé, une série, ordonnée suivant les puissances impaires 
de t pour satisfaire à la condition (c'), s'écrira 



-*-flO 



8(0=2^»*'"*'' 



00 



et la condition (rf') donne immédiatement une loi de récurrence 
entre deux coefficients successifs 

d'où Ton déduit 



Le facteur Aoy * étant le même pour tous les termes de S(^), 
on a 

S(«) = Aoy ^ f{t), C.Q.F.D. 

Théorème III. — La fonction f{z) est une fonction impaire. 
En effet, changeons z en — z; nous avons 



00 



et, si nous posons 

n = — n! — î 



» 



<f( 



2 s , («'-♦--)*-*-(«'-*•«) <» 



— cp(«). c. 0. P. 1) 
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Expressions diverses de cp(>s). — - Soit 

d'après les hypothèses faites sur a, q sera une constante réelle in- 
férieure à un, ou imaginaire de module inférieur à un. ^{^z) peut 
s'écrire 



o(^)=2(-0''g(""'')'«^"""')'- 



On peut encore écrire 



z« i* [z-t-(î/H-l)al> 



{g) ?(^) = ^ ♦«^C— i)«e 



ka 



— oe 



Zéros de çC-s)- — Considérons la dernière forme et récrivons, 
en mettant /? au lieu de ai, 



Z»"*"* [Z4-(îp-+-l)rtl« 



(A) cp(z) = e 4a^(_i)pe 



4a 



— «0 



Nous allons chercher à déterminer des valeurs de z telles que 
les deux termes généraux des formules (^) et (A) soient égaux et 
de signes contraires. On aura alors, pour ces valeurs de z^ 

et, par suite, 

cp'(z) = o. 
Il faut donc que 

[z-hiin-\-l)a]* [z-4-(2;?-4-l)W )* 

( — i)f^Pe ^^ = — e ^^ 

ou 

tZ-f-.(«/H-l)fl]' f Z-4-(2/?-f-l)fl]« 

g 4 a 4rt _- ip—n-4-l^^£nHp—n-\-l) 



ce qui entraîne 

[^-f- (2/i-f-i)a]2 [^ -i-(2/) -f-i)a]' 

ou 



(p — n-\-i-{-2k)Tzi 



. Vz-^in-h /?-4-i)a "1 , 
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le nombre k étant un nombre entier positif, négatif ou nul, qui 
peut d'ailleurs varier avec n. Il faut donc que les deux facteurs 
du premier membre soient séparément impairs, ou encore, puisque 
n — p et n -\- p sont de même parité, que 

z -h ( /i -4- /? -+- i)a = im'Tzi; 
on déduit de là 

m et m' étant des nombres entiers qui peuvent recevoir d^s valeurs 
constantes arbitraires, positives ou négatives sans exclure la 
valeur zéro. 

La formule (i) fait connaître une double infinité dé zéros de 
f{z); nous admettrons que ce sont les seuls, ce que va d'ailleurs 
prouver immédiatement la décomposition de ^{z) en facteurs. 

Décomposition de cp(^) en facteurs. — La décomposition peut être 
prévue d'après ce qui vient d'être démontré. Formons un produit qui ad- 
mette les racines 

z = ima -f- 2m'i:i, 

c'est-à-dire qui s'annule lorsque 

e^ = -h e^'"^. 
Posons, comme plus haut, 

A» 

t = e^y q = e^. 
Les facteurs du produit seront de la forme 

ou plutôt, comme un produit ne peut converger vers une valeur finie non 
nulle que si les facteurs tendent vers un, les facteurs seront de la forme 

I = ^-^ pour les valeurs positives de m et de la forme i — q^^t^ pour les 

facteurs qui, primitivement, correspondaient aux valeurs négatives de m. 
En d'autres termes, le produit à considérer sera 



F(0 = Ai^-ÎJ'J(,-9»mi»)[](,-l^> 
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le signe n indique qu'il faut faire le produit des facteurs que Ton obtient 
en donnant à m les valeurs 1,2, ... jusqu'à l'infini. Le facteur, mis avant 
les produits II, tient à ce que F(^) doit s'annuler pour ^ = i(z = o), et 

changer de signe sans changer de valeur lorsqu'on change ^ en - (z en — z). 

A ne dépend que de q. Le produit F(^) sera convergent si | ^ | est plus 
petit que i, ce qui est l'hypothèse. 

Or ce produit jouit des deux propriétés suivantes évidentes : 

F(-0=-F(0, 
qt^¥(qt)= — ¥t. 

Donc, d'après le théorème II, il ne diffère que par un facteur constant 
de la fonctiony(^) ou ^{z) et nous pourrons écrire : 



(y) ç(^)= A^i^ JJ(i---^2'«e^) JJ(i--e--^^2'«). 



e* — I 

z 

^ 1 1 

Les zéros s'obtiendront en annulant un quelconque des facteurs 



Z = 2 ma -+- 2 m' TT L 



Remarque. — Soit z = ui^ W u = <p(^), comme 

(i — q^"^e^){i ^e-^q^^)= i — ^^'"(e^-f- e-^)-^q^"^^ 

on aura, par les formules d'Euler (page 3). 



00 



{k) W{u)= A'isin- I I (1 — iq^^^ cosw 4-^*'"). 

1 

A la fonction ^{z) sont intimement liées trois fonctions qu'on 
obtient en ajoutant à z soit tzi^ soit a; mais nous laisserons au 
lecteur le soin de les étudier (^voir les exercices à la fin du Cha- 
pitre). Nous retrouverons, d'ailleurs, les mêmes calculs en par- 
tant de la fonction 9 que nous allons maintenant définir. 

De la fonction Q. — L'usage s'est établi d'aufres notations 
et, en fait, si nous conservions la fonction ^{z)^ dans les appli- 
cations, il faudrait donner kz des valeurs imaginaires; la variable 
que nous allons introduire, au contraire, sera presque toujours 
réelle. Il convient, de plus, d'avoir à sa disposition une période 
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quelconque au lieu d'un multiple de u; la période que nous allons 
introduire sera, en général, réelle. Nous substituerons en même 
temps à a une nouvelle constante. 
Voici les substitutions à faire 



z = — w, a = - (i)i : 
a>i 0)1 



2 ci)| et 2(1)2 s'appellent les rfewj; périodes. 

La fonction y(^) se transforme alors en une nouvelle fonction 
0(a), après multiplication par un facteur — «, dont Futilité appa- 
raîtra immédiatement, 



(0 






00 



En groupant les deux termes qui correspondent à /i et à 
— n — i, et appliquant la deuxième formule d'Euler (page 3), on 
obtient la nouvelle forme, dont tout signe imaginaire a disparu, 

(ibis) ew=2>(— 1)«^^ '^ sm(2/i-f-i) • 



Pour la convergence, il sera nécessaire et suffisant que | q \ soit 
inférieur à i, c'est-à-dire que 0)2 soit égale à une quantité positive 

multipliée par y/ — i, si Wi est une quantité réelle et positive, ou 
plus généralement que le rapport ~ ait sa partie imaginaire po- 
sitive. 

Les formules (6), (c), (rf), (e), démontrées pour la fonction 
(p(^), donnent immédiatement les formules correspondantes rela- 
tives à Om, 

(2) e(w-l-4aji) =ôa, 

(3) 6(w-^2a)i) = — Oa, 






(4) 






e(w 4- 2/^(1)2) = (—i)'"e ***• ôa 
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Les zéros de 9w seront donnés par la formule 
(5) w = 2ma)i-4-2m'a)2, 

déduite de la formule («). 

La symétrie de cette formule a conduit à donner le nom àe pé- 
riodes aux quantités Wi et (1)2, quoique, en réalité, 4^1 seule soit 
une période de Om. Cette désignation sera amplement justifiée 
par la suite. 

La fonction Qwest impaire comme ^{z) et s'annule pour u-= o\ 
sa décomposition en facteurs résulterait de la formule (â:). 

Théorème. — Les zéros de ^{u) sont simples. 

Les formules (3) et (4) montrent qu'il suffit de le démontrer 
pour a = o. Or 

Ô'(m) = — 7(—l)^g^ */ (2AH-I)C0S(2/1-H1) j 

^ ^ 0)1 Jmâ ^ ' 20)1 





donc 

0)1 



(6) Ô'(o) = — (,^*-3^*-4-5^* ...J. 



i 



Si gr est infiniment petit, la valeur principale de O'(o)est — gr^, 

non nulle; ce qui suffit à prouver qiie9'(o) n'est pas nulle, en gé- 
néral, et, par conséquent, que u = o est une racine simple 
de 9 m. 

Théorème dit de ^ équation à trois termes, — La fonction 
0(m) vérifie V équation 

I^(b — c)^(b -r- c) o(a — d)^(a-\- d) 
-hcp(c — a)f!i{c -^ a) (f{b — d) ^{b -^ d) 
-t- cp(rt — b) ^{a-hb)^(c — d)^{c -^ d) = 0. 

Posons, en effet, 

iddl) = cp(w) = y (-I)«^V "^2; ^V^l) 0). ^ 

Soient A, B, C les trois termes de l'équation à vérifier, (A), 



r-f-5, 

. c*-^ (2AH-l)*-l- (2/?-t-l)'-+-(2r-M)*-4-(2 5-hI)', 
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(B), (G) les termes généraux de ces trois termes : 

(A)= (-1)"^ ' e *«. (-i)P^ * e '^ «^« 

* iîr-+-l)Ki (ÎJ + l)1t«- 

en posant 

' a*= (2AH-1)* 
P = (2/i-hi)(6 — c)-H(2/?-hi)(6-+-c)-h(2r-hi)(a— -c?)H-(25-hi)(a-i-c?;; 

on aura de même 
en posant 

a'« = (2Al'-Hl)*-+-(2y-f-l)«-+-(2r'-4-l)«-h(25'-4-l)>, 

P' =(2/l'-f-l)(c — a)H-(2/?;-hl)(c-ha)H-(2r'4-l)(6 — rf)-f-(25'-f-l)(6-4-éf). 

et (G) sera composé d'une manière analogue. Nous allons cher- 
cher si, à tout terme de (A), il est possible de faire correspondre, 
quelles que soient les valeurs de a, i, c, rf, un terme de B qui le 
détruise. 

Il faudra pour cela d'abord que ^ = P', c'est-à-dire que 

2rH-H- 25-1-1= ip'-hi — (2/l'-hl).. ., 

ou 

(r -<- 5 H- I =/?' — /i', 
p — n = /?' -h /i H- 1 , 



= s — r, 



d'où l'on peut tirer les valeurs de 



n= - {n -\- p -h r -^ S) — n = - fx — /i, 
y = — - (/i -h/? -+- r ^ 5) 4-^ - I = — i fx 4- jD ~. I, 

r'= l(n-hp-^-r-h-s)-s = ^f^ — 5, 
s'= - (/i-H^H-r H-5) — r • = -jx— r, 
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et par addition 



n' ->r p' -\- r' -^ s' = ip — i 



Il résulte de ces égalités : i° qu'un terme de A ne pourra être 
détruit par un terme de B que si \k ou n -\- p -\- r -\- s est pair 
(supposons-le); 2® que les deux termes considérés seront bien, 
dans cette hypothèse, de signes contraires. Il reste à vérifier que 
les expoâants de q sont bien égaux, a^ r= a'^ ; on doit avoir 

Mais les égalités (/) donnent, en les ajoutant membre à membre 
après avoir élevé leurs deux membres au carré, 

ou en ajoutant aux deux membres/? -f- /i = r' -|- ^, ce qu'il fallait 
vérifier. 

On verrait de même, en résolvant les équations (/) par rapport 
à /i,/>, r, 5, ce qui donnerait, par exemple, 

ip = n'-\-p'-\' r'-h 5' -h I , 

qu'un terme de B ne peut être détruit par un terme de A que si p.' 
est impair, mais alors qu'à tout terme de B à exposant impair 
correspond effectivement, dans A, un terme qui le détruit. Donc 
les termes de degrés pairs, dans A, sont exactement détruits par 
les termes de degrés impairs de B. De même les termes pairs de B 
seront détruits par les termes impairs de C, et les termes pairs 
de G par les termes impairs de A. L'équation à trois termes est 
donc étabjie, et l'on a 

/ 0(6 — c) 0(6 -h c)^{a — d)^{a-^d) 
(8) I 4-0(c— a)0(c-ha)0(6 — c?)ô(6 -hû?) 

( -f-ô(a— 6)0(a-H 6)0(c — t/)0(c-r-t;) = 0. 

Les fonctions 0i, 02» ^3 De même qu'en Trigonométrie il est 

commode de considérer, en même temps que la fonction impaire 

sinj?, la fonction paire sin ix-\ — ) = cosx, de même nous adjoin- 
drons à la fonction les trois fonctions qu'on obtient en ajoutant 
à l'argument u les demi-périodes a)|, 0)2 et a)^-|-W2. Pour des 
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raisans de notations que la suite justifiera [formules (i i), (12), 
(i3)], on a, de plus, multiplié par de certains facteurs ; voici les 
définitions exactes : 

1 TZ iu 
(10) { 62£« = — «g*e*^« 0(m-+-(D2), 

1 itiu 



On peut remarquer que, à un facteur près pour O2W? Oi se 
déduit de par l'addition de w, à l'argument, O2 P*^^ celle de (O2. 
On est alors amené à introduire, par analogie, une troisième 
constante 0)3 ; si l'on pose, pour la symétrie, 

Wl -h 0)2 -f- W3 = O, 

la troisième formule (10) devient 

l _ 71/ 

(isu = iq^e *^'" 0(^ + 0)3); 

nous laisserons comme exercice à démontrer cette formule que 
nous n'utiliserons pas. On voit que 83 se déduit de 9, à un facteur 
près, par l'addition de (O3 à l'argument; cette constante (O3 jouera 
un grand rôle pour la symétrie de nos formules ultérieures. 

Développements des fonctions Oi, Q^, 9^ en séries d'expo- 
nentielles ou de cosinus. — Eu écrivant w + w, au lieu de a 
dans la formule (i), on a 

* / ... 7C/f//-4-<i), 



2(/l-|-- ) (2/1-1-1 






00 



or 



(2n-Kl)'^'^' 



2^' = cos(2/i -\- i) — -\- i %\n (1 n -\- \) '- 

^ 1 2 



Donc 



(II) ^,{ll)=^nV^'^) X-^lJi^." 



q^ ^^ e 



ao 



L. L. 
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et, en groupant les termes qui ont dans l'exposant n et — n — i , 

(il bis) Oi(w) = 2N q^ ^^ cosln H — j — u. 

De même la seconde formule (10) conduit, pour 82(^^)5 à la 
valeur suivante : 



^iU = — ie 



fft(a)a-4-îi/) 
40), 



(^l)nq\ 2; gV î/o). 



( n -+-1 ) — M 
«4-1 /^(/H-l)' p W, 



=2<- ■> 

OU, plus simplement 

(12) e2W=2(— O^^'^'e 



Kl 



n — M 

> 



d'où, en groupant les termes qui correspondent à i7 et à — aï, 



oo 



(12 bis) Ô2M = I -f- 2^ (— i)'* 5''*' cos« — w. 



Enfin, à cause de la dernière formule (10), 



■^ * rnzi 



(i3) e3«=2?" 



»eO>, 



l< 



00 



oo 



(iZÙis) G3M = I -h '2^^'^'COS/I — u 



Propriétés des fonctions 6a,, — Les développements en séries 
de cosinus démontrent immédiatement que ces trois fonctions ne 
changent pas de valeur si Ton change u en — u; elles sont paires. 
Quanta la fonction 0, elle est évidemment impaire, comme cp (z): 
on a donc 

0(— u) = — M, 
6i( — u)= 6, M, 

Ô2(— ")= O2W, 
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L'addilion de (0|, de 0)2, de 20)1 et de 2(02, produit sur les 
fonctions Oa des effets analogues à ceux produits sur 9, et, comme 
ce sont au fond toujours les mêmes calculs à efTectuer, nous nous 
bornerons, pour éviter des redites fastidieuses, à transcrire les 
résultats faciles à vérifier; ceux relatif à Ow ont d'ailleurs déjà été 
établis. 

Addition des périodes. 



(i5) 



(16) 



(17) 



(18) 



6 (u-h 2Wi) = — u, 
6i(m -h 2a»i) = — OjM, 

Ôj(m h- 20)1)— 6jM. 

03(i^4- 20)0= Ô3M; 



{lH-(i)j) 

(M-i-a)j) 

62(^4-20)2) = — e *^' " O2W, 

71/ , 



Addition des demi-périodes. 

(m H- wi)= OiZ^, . 
Oi(m H- wi) = — fi, 
62(^-1-0)1)= 63M, 
63(^4-4-0)1)= 62 w; 

_ l 7Ct 

6 (?/-H0)2)= t^ ^e "*^'" 62?*, 

6i(a-+-o)2)= g~*e~^"63ii. 

62(^-4-0)2)= i<7~*e "^'"6 w, 

_ 1 _ w / 
\ 63(^-4-0)2)= q ^e =^^»"6iii. 



Zéros des fonctions Oa. — Ces zéros résultent immédiatemenl 
des formules (17) et (18). Ainsi, pour que O4 «^ soit nulle, il faut 
que 9(i^ -i- (0|) le soit, ou que [formule (5)] 



Il H- 0)1 = 2/no)i-T- 2m'o)2 



• » 
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OU 

M = ( 2 m -+- 1 ) a)i -h 2 m' t02 , 

ainsi des autres. D'où le Tableau suivant, où nous avons reproduit 
la formule (5), 

Zéros de a ...... . 2 /n wi -f- 2 m' toj 

, » deôiM (im -^ i)o)i -h 2m' ui2 

(19) { 

» "de02M 2/na)i -i-(2 7n' -f- 1)0)2 

» de O3M (2m -i- i)a)i-i- (2/n'-4- i)t02 

On peut remarquer que 

Zéro annule » w 

wi annule 61 «/ 

t02 annule O2 m 

0)3 = — (o)i-f- 0)2) annule 63^/ 

Remarque, — On pose souvent 

U 0)2 

2OJ1 ' 0)1 

Les fonctions 9»^^ deviennent alors des 2?a^J 'es formules cor- 
respondant à celles que nous avons obtenues s'obtiennent en 

ajoutant à v soit i ou - soit t ou -• Mais nous ne ferons pas usage 
de cette notation. 

Remarque importante. — Les séries sont très conver- 
gentes et, dans la pratique, le module de q est suffisamment 
petit pour qu'il suffise de considérer un ou au plus deux termes 
de ces séries. 

« 

Considérations sur la réalité de ces fonctions. — Si 104 et 

-4- sont réelles et positives, q est réelle, inférieure à l'unité et Ton 

voit, par les formules (i bis)^ (1 1 bis)^ (12 bis) et (i3 bis)^ que les 
fonctions sont réelles pour toutes les valeurs réelles de u. Les 
constantes 9'(o), 9a(o)? ^"i jouent un rôle important dans ce 
précis, sont aussi réelles. Il n'en est pas de même si oj| et (Oo sont 
des imaginaires; même dans le cas où ce sont des imaginaires 
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conjuguées, il n'est pas possible de rien dire ici de général sur la 
réalité de ces fonctions. 



Premier aperçu sur les fonctions elliptiques. — Le quotient 
de deux fonctions 8 est doublement périodique : par exemple, 

admet la période 4^1 et la période 2(1)2 [formules (i5) et 

06)]. 

Relations entre les carrés de trois fonctions d (^). — Je 
devrais ici établir les relations quadratiques qui existent entre les 
différentes fonctions que nous venons de rencontrer; mais les 
plus utiles de ces relations se présenteront d'elles-mêmes plus 
loin i^voir page 02). Je me bornerai à quelques indications suc- 
cinctes qui suffiront à retrouver les résultats dont j'aurai besoin. 

Une quelconque des fonctions a pour terme généra) une 
expression de la forme 

(_ \)'xnq\ 2/ f\ %J 0),^ 

dans laquelle a et j3 peuvent recevoir indifféremment les valeurs o 
et 1 . Si l'on fait le carré de cette fonction 9, il faudra multiplier 
le terme précédent par un terme analogue, 



(_,)ap^('^-iy>-ï)^'î^: 



et le résultat pourra se mettre sous la forme 






( — i)"^^q '^ e "1; 

en posant //i = /i H-/? et l=z n — /?, m et l sont de même parité. 
Le terme précédent peut encore s'écrire : 

Les termes pour lesquels m est pair seront multipliés par un 



(* ) Tout ce paragraphe, jusqu'à la fin du Chapitre, peut êlre passé à une pre- 
mière lecture; mais il faut, en tous cas, noter les formules (/n), (/?), (g) et, 
surtout, la formule fondamentale {s). 
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coefficient Sy ^ dans lequel / reçoit toutes les valeurs paires; on 
voit que, en séparant les termes pour lesquels m est pair des 
autres, on pourra exprimer les carrés des 8 en fonction de deux 
séries <î>o et <î>2, de sorte qu'on aura 

Ô2(M) = a 4>o(m)-+-^ *2(w), 
ÔÎ(m) = ai*o(w)-+-^i *2(w), 
6|(m) = a2*o(w) -+-^2 *2(«), 

Ôi(w) =«3*0(«)-^^3*2(«). 

Il n'j a plus qu'à éliminer 4>o et 4>2 entre trois de ces quatre 
équations pour avoir les relations cherchées ; Tune d'elles sera de 
la forme 

Pour avoir [â, faisons w=z(i)|, et utilisons les formules (17) 

Pour avoir a, je ferai u =^ iùo et je me reporterai aux for- 
mules (8), 

_ ^*^2 __^2(o) 

d'où la formule 

e«(o)"'" 6i(o)"'"' 

les autres formules se déduiront de celle-ci en ajoutant à u soit Wi , 
soit (1)2, soit (i)| -H (02- 
On pose ordinairement 

A" est appelé le module et k' le module complémentaire ; les for- 
mules définitives sont, avec cette notation, 

( 0|m = A:02 a-HA:'e|w. 
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Ces trois relations se réduisent évidemment à deux. Dans la 
troisième, faisons w = w, ; elle devient 

OU 

ô|(o)=X'eî(o)-hX:'Ô|(o). 
Remplaçons k et A' par leurs valeurs; nous obtenons la relation 

(o) e5(o) = ô}(o)-f-ej(o). 

Au contraire, divisons les deux membres de cette équation par 
6J(o) et remplaçons les quotients par leurs valeurs (//?), nous 
obtenons 

{o') A-î -4- A'-^ .-= I . 

Cette équation explique les noms de module et de module com- 
plémentaire donnés k k et k k\ 

Il existe une seconde relation entre les quatre fonctions; je vais 
indiquer une première méthode pour l'établir, elle résultera 
aussi d'autres formules qui seront démontrées plus loin. Nous 
avons vu [formule (y) de ce Chapitre] que 



00 



cp(z) = A^^^ — - rT(i — y«'"e^)(i — e--sy2'«), 

d^où 

00 

(p) ôw = 2 A sin I I ( I — 2y'"»cos h ^*»»j. 

Les équations (lo) permettront alors d'obtenir les développe- 
ments des 6a en produits; on trouvera aisément 



00 



Oi(m) = 2ACOS — I I (1 -+-2^2mcoS— -h^^"*), 



I 

(q) { Oî(") = A I I ( I — 2^2w-i cos — -+- ^*'«-2 j, 



1 

00 



Ô3(a) = A I I ( H- 2Çrîw-l cos — -h y^'»-2j. 
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On en conclut 



/ « 



ir) 



6' (o) = -^ A rT(i - ^r»-)» ' = ;! AP^: 

1 

Oi(o) = 2A TT(i-i-^2''')* =tiAQ«, 

1 

62(0)= \ JJ(l — ^2m-l)2=: ARï, 



1 

00 



; 63(0) = A JJ(i4-(72''»-i)^- AS2. 



Mais 



QS = (I -h ^) (i -h y») (I 4- 73) (, _+- y*). . . 



Donc, en combinant les équations (/•) membre à membre d'une 
manière facile à saisir 

O'(o)=~ ^^0^(0)62(0)63(0). 

Mais nous allons voir que 

P = A. 

On a donc enfin l'importante relation 

(_6) (fiT e'(o)=-^o,(o)e,(o)0,(ov 

Calcul de A. — Pour écarter des difficultés de signes et par analogie 
avec la méthode de M. Biehier, exposée dans la Note mise par M. Hennite 
à la fin de la cinquième édition de Serret, je considérerai de préférence 
la troisième formule (q) 

O3 W = A TT M 4- 2 ^^«m-l cos — -t- q'^'n-2 \ 



I -h ^2///-l e w, j (^, _^ ^2m-I c ^7. 
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Posons 






et appelons /m(^), le produit précédent II limité au //i'^"* facteur. Il 
vient 

x(-f)(-?)-{-^' 

63 w = Alim/,n(-s) pour m = oc. 

Le développement dey,„(5) suivant les puissances ascendantes de z, 
évidemment réciproque, se présentera ainsi 

Z Z *t 

Soit Po ^a limite de Bq lorsque //i s'étend à l'infini; Apo représente le 
terme de 63 m indépendant de z ou de w, c'est-à-dire un. On aura donc 

et tout revient à trouver Po« Or, en changeant z en q^z^ on a évidem- 
ment 

d'où l'on déduira une relation entre les Ba: 



Ba = Ba_i 



I qïm->rlk 



En changeant X' en A- — j, A — 2, ... et multipliant membre à membre 
les égalités ainsi obtenues, on trouve 

Or B,rt se calcule directement : sa valeur est q^'^. 
Donc, en faisante: = m dans l'égalité précédente, on aura 

- (t — gr2/n+2) . . . (i ^ gim-^tk) 

et, comme ces produits sont absolument convergents | ^ i < 1» on aura, 
pour m = 00, 

I I 



Po = limBo = 



(I_^2)(i_^'»)...(,_^2m^... - F 
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t 

Donc enfin 

A---P 



C. Q. F. D. 



Exercices sur le Chapitre II. 
1. Etudier direclemcnt les fonctions suivantes : 



?.(^)=2 



-h» 

e 



(„ + l).H-(/l4-l)'^« 



00 



4-00 



fi{'^^)=^(-l)''enz^n^a^ 



00 



+ 00 



cp3(^) =^e«-+«'«. 



Montrer que ces fonctions sont paires. En déduire les fonctions 6i(w ), 
^aC w)) ^3(w) et les propriétés de ces fonctions . 

2. Démontrer que l'on a 

cpi(3) = Acp(2-+-7rt), 

?2(-s) = Bcp(5-ha), 

cp3(^) = G cp2(3 -+-7rt) = D cp(5 H- a), 

et déterminer les facteurs A, B, G, D. 

3. Démontrer la formule 

_ * __!LL 
63= fV 'e ^"e(M-+->3), 

dans laquelle 

W3 = — (0)1-1-0)2). 

4. On pose 

V = , T = — = 

20)1 0)1 

et 

âTgjp = ô(xW avec a = o, 1,2, 3. 
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l'indice zéro indiquant l'absence d'indice. Démontrer les formules 

2r,(c-4-i) ■-■ — SiCv), 
1 &»(»'-*- 1) = Sj(p), 

2f (f-i-") — ■ — A Sr {v) L 
2r,(i;-r-x) = A2r,(v) / 

2r,(K-t-T) --ASjCk) ' 
/ 3r /,, -^ I) =-. iB &,(,.) i 



A -: 7 I (>-«':"'. 



S.(p+^]= B&,(P) 



( 2r, ('^• -f- 2^ = iB2r (p) ) 

3r'(o) = T3r,(o)Sj(o)3r,(o), 

2r'(oj &,(o)"*'2r,(o) S,(oj' 

Or/ I X 2r(c)3r,(p) 
3r(,.|,.)=__-|__; 

la notation 3r(2p|2T) indique que 2x joue, vis-à-vis de celte fonction, le 
rôle de t dans les S ordinaires. 
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CHAPITRE m. 



FONCTIONS ru, r^u, ^u [FORMULES (20) A (40)]. 



Définitions; premières propriétés, zéros. — Les fonctions 6 
et 9|, que nous avons étudiées dans le Chapitre II, sont éminem- 
ment propres aux applications : lorsque u et (0| sont réelles, elles 
admettent, les deux premières la période 4^1? 'es deux autres 
la période 2(i)|. Elles se comportent donc, à certains égards, 
comme des fonctions trigonométriques. Il est cependant com- 
mode, dans d'autres cas, d'avoir des fonctions qui, tout en con- 
servant les principales propriétés des fonctions 9, contiennent 
les deux périodes d'une manière symétrique. Quoique la fonc- 
tion ^u (prononcez : sigma u) soit des quatre fonctions, qui 
vont être définies, la plus usitée, et, en réalité, celle dont nous 
ferons presque exclusivement usage, la symétrie des notations 
est telle que nous définirons d'un coup quatre des fonctions ima- 
ginées par Weierstrass. Nous poserons, A et Ba étant quatre con- 
stantes, ainsi que a, 

(Cm =Ae«"'-6M, 

j CaM^Bae^'^OaW (a =--1,2, 3) (i), 

d'où il résulte immédiatement que les zéros des nouvelles fonc- 
tions sont les mêmes que ceux des 9 correspondants, et que la 



(') Le lien des fonctions r^ avec les fonctions 6^ est beaucoup trop intime pour 
ne pas définir ici ces fonctions: mais nous en ferons un usage bien moindre que 
la fonction fondamentale ru. 
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parité est aussi la même 

Zéros de a* w intiioi H-simjaij 

» Cl W (2/A2i-f-l)(i)i -f- l/njtUî 

(•20) < 

i » C2W 2mia>i H- (2/?22-f- i)aij 

\ » c'a// (2/?i| -h ï )a)| -i-(2//î2 -+- i)a>5 

(S*;/ est impaire, les autres fonctions sont impaires, c'est-à-dire que 

(21) { 

\^f^(—u)— (l'a" (a=i,2, 3). 

Les constantes A et B^ sont déterminées par la condition que 
3'a(o)= I et <3''(o) = I ; or 

c"(o) = lim — =r\\mXe""'— =A0'(o). 

Donc 

O'(o) 
De même 

Oa(o) 

Si, par une raison de symétrie que nous allons justifier Lientôt, 
on écrit — ^ au lieu de a, les formules (a) qui définissent les fonc- 
tioDS d et dfx deviennent 

c'a =e2'-' ^, 

U 



La constante Tji est jusqu'ici arbitraire; on la détermine par la 
condition que la dérivée seconde du logarithme de ^ u, qui jouera 
le rôle principal dans les notations de Weierstrass adoptées par 
nous, n'ait pas de terme indépendant de u. Exprimons cette con- 
dition, et, pour cela, développons en série la fonction impaire 3* w, 
évidemment holomorphe comme u : 



^u ~ u -}- A3 lO -\- \^u^ 



• • • • 
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On en tire 



tf' w = I -+- 3 As a' -+- 5 As M* -h . . . , 
D logo'w = 



Cm I-+- SAsM^-h. . . 



= - (H-3A3M*H-. . .)(ï — AsM*-*-...) 
M 

I . 

— h 2A3M -f-. . ., 

D2loga'M = — -- -i- 2 A3 -i-Bw2+Gm* + 

La condition à exprimer est donc A3 == o. Il suffit pour cela de 
développer en série les deux facteurs qui composent <^ u 



,2(1), 



o«= Me'(o) + ^e"'(o)H-..., 



= 1 + ^ u> 
fi! 

6 



d'où 

|2a)i t)6(o)J 
et la condition cherchée est 

(^^^) ^^=^- 3-o>y 

Remarque. — Il résulte des formules (22) et (28) que si w, et 
q sont réelles, c^u est aussi réelle pour toutes les valeurs de «. 

Addition des périodes : la constante '/i2- — Les formules 
maintenant se multiplient; mais, au fond, ce sont les formules 
relatives aux fonctions 9 ou même à f (5) écrites avec les nou- 
velles notations. Ainsi, comme 

^20)1 ^ ^20), g2r.,(e.+a),)^ 

les formules (i5) deviennent 

(24) < 

a'3(a + 2a)i)= c2r),(a+-a),)o'3a. 
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De même raddition de la seconde période 2(1)2 donnera de 
nouvelles formules; occupons-nous seulement de du] la subslitu- 
lion de w-|- 2(1)2 à u dans la formule (22) donnera, en tenant 
compte de (16), 

Le coefficient de w + (1)2 dans la seconde exponentielle sera 
^ — ^ ; nous l'appellerons 2/12, d'où la formule très impor- 
tante 

(25) yjwj— T)ja)i = — 

L'équation (6) s'écrit alors 

::'(m4- 2(1)2) — — e2na<"-+-<«>i)a'i/, 

et le groupe des formules (iG) se transforme dans le suivant 

3* ( M -h 2 (Oj ) = — e2^ï("-^«»>»' C M, 
0'i(m-4- 20)2) = e^A^^u^^x^^iU, 

C2(m-h 2(1)2)= — e^Oï^^+wj^'j^^ 
0*3 (m -H 2(1)2) = e20a(«+<*>i^a'3M. 

La constante ^13. — Nous avons déjà laissé pressentir (p. 17), 
l'utilité d'introduire une constante 0)3 telle que 

(C) (1)1 -f- (1)2+ 0)3 = o. 

Par analogie, on introduit une constante r^g lelle que 

En multipliant la formule (c) par •/;2, la formule {cl) par — 0)2 
et ajoutant, il vient 

^if\i— r^itu2+ «1)37)2 — (1)2 r^3 = o, 

OU, en tenant compte de (26), 

(27) tl)3r^2— «1)2 7)3 = -— • 
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On a de même 

(28) W,Tr)3— '.O3711 = --. 

Les formules (25), (27), (28) se déduisent de l'une d'elles par 
permutation circulaire des indices. 

Addition de la troisième période. — La fonction à dévelop- 
per est cj'(w + 2(1)3) = a'(w — 2(i)i — 2(1)2). Nous procéderons en 
deux étapes : dans la première formule (24) remplaçons u par 
u — 2(0| et tirons di^u — 2(i)| ), 

d'où, en écrivant maintenant u — 2(1)2 au lieu de w, 

La première formule (26) donnera 

a' ( w — 2 102 ) = — e-2^2^"-w2' tf w, 
d'où 

(e) a'(a-h2a)3) = e-2Yi,(a-2a),-a),)-2r)a(a-(Oa) j-,^. 

L'exposant de e s'écrit 

2W( Tji — r^2) -+- 2r^i(l)2 — 2T,i( Wj — (1)2) H" 2T^2<J^2 

= 2 ;^T,3 — 2 CO2 r)3 — 2 "ST] 1 t03 . 

Le dernier terme peut être remplacé, à cause de (28), par 
TÙ — 2(1), Y|3 : l'exposant est donc 

2wr,3 — (20)2-1- 20)i)rj3-i- TÙ = 2y]z{u -h 0)3) -+- t:^, 

et la formule (e) devient 

a'(a-+-2 0)3) = — e2^3(«+w3)a';f. 

On opérerait de même pour l'addition de la troisième période 
à 3'a?^; nous pouvons donc écrire le Tableau suivant qui renferme 
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les nouvelles formules réunies aux formules (24) et (26) 

( a* (m -4- 20)/) = — eïTQii«+w.) o* u (i =1,2, 3), 

( a'a(M-4-2(Dp)= 6«^?^«-»-««>?Jo'aW (a, ^ = i, 2, 3, a ^ P). 

Addition des demi-périodes. — La première formule (17). 
traduite dans les nouvelles notations, s'écrit 

(/) O'(o)e »^» a'(a-ha)i) = ei(o)e **^t 3*, m, 

et cette même formule (17) donne 

Oi(o) = eu)i; 

de la première équation (22) on tire 



Y), 0)1 



Oa)i = a'(i)iO'o6 * . 
L'égalité (/) peut donc s'écrire 

ou, en simplifiant, 

La même méthode s'appliquera évidemment à l'addition des 
deux autres demi-périodes et nous pouvons écrire la formule qui 
en comprend trois 

(3o) a'(M-i- (i)a) = e^*'*<3'Wa<3'aW (« = i|2j3). 

On obtiendrait des formules analogues relatives à l'addition des 
demi-périodes aux fonctions a'aW. 

Théorème. — La fonction (ia vérifie la même équation 
à trois termes que la fonction 8w. 

Soit ©(m) une fonction quelconque vérifiant l'équation (7); la 
fonction e*"*'*''^<p(M) = tj^(w) vérifiera la même équation. En effet 

<j/(6 — c) = 6at6-c)«eYç(ô-, c), 
L. L. 3 



\ 
\ 



I 
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le premier terme de l'équation à trois termes est donc 

Les trois termes étant multipliés par le même facteur, le 
théorème est démontré et l'on a 



(3i) 



(f(b — c) <f(b -+- c) ^(a — d)^(a-^d) 
<f(c — a)c^{c-h a) (f(b— d):f{b -r- d) 
(^(a~ b)(f{a •+■ b)(^{c — d)(^{c -^ d) = o. 



Remarque. — Toute fonction qui vérifie Véquation à trois 
termes est nécessairement impaire, si elle s'annule en même 
temps que la variable. 

Faisons, en effet, dans l'équation (7), 

6 = c: 



elle devient 



cp(c — a)cp(c-i-a)ç(c — d)(^{c -\- d) 

cp(a — c)cp(a-f-c)cp(c — d)^{c-\- d) = o, 



ou 



ou 



cp(c — c?)ç(cH-c?)ç(c-t-a)[cp(c — a)-f-cp(a — c)] = o, 

ç(c — a)-\-o{a — c) = o, 
ou, si l'on pose a — c=. u^ 

Formule d'addition de la fonction ^u. — Cette formule se 
déduit de l'équation à trois termes; elle coinviendra à toute fonc- 
tion, s'il en existe d'autres, vérifiant cette équation et telle que sa 
dérivée prenne la valeur i, lorsque la variajble s'annule. 

Égalons b — c à un infiniment petit £ : l'Iéquation (3i) devient, 
en remarquant que (3'£ = £f3''(o) = £, 



c -f- c?-4- e) 

) o'Cc-i- d) = o, 



sa'(2C-he)a'(a — d)(^{a-\- d) 
H-a'Cc — a) (^ {c -\- a) !^ {c — d-^z)^ 
-i-a'(« — c — e)C(a-+-c-i-e)a'(c — 



En développant suivant la formule de Tajylor et conservant seu- 
lement les termes infiniment petits du preimier ordre, nous avons 
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régalilé 

<5'2co'(a — rf)o'(a-i-rf) 

^(c — a) ^(c -f- û) [(^Cc -+- rf) a"(c — rf) -h a'(c — rf) (3"(c h- c?)] 
a'(c — rf)a'(cH-rf)[3'(a — c)3''(«-H c) — 3'(a-h c)3^(a — c)] = o. 



Cette équation peut s'écrire 

cr^g — flOo^(a4-c?) 

_ I r (^'(c — d) (f'(c-hd) c^'(a-^c) cf'{a — c) ^ 
~'a'2cLo'(c — d) c^{c-\-d) (f(a-hc) (^{a — c)J* 

Si Ton fait tendre c vers zéro, le second membre est indéter- 
miné; mais, en appliquant la règle de L'Hôpital, on a immédia- 
tement 



lim 



C(rfH-c) <^{d — c) -. o"rf 



^o. = D— ^ = D,loga'c?. 

le signe D2 indiquant une dérivée seconde. De même 

lim ^^ ^^ = D, logo'a. 



Donc enfin 

(f(a — rf)o'(a-+- c?) 
(f^acf^d 



= Djlogo'a — Djloga'ûr= A— D, 



en désignant par X la fonction D2 logcs'o:. Changeons de notations 
nous écrirons 

C'est cette formule qu'on appelle formule d^ addition de la 
fonction du. En réalité, elle ne remplit pas absolument le rôle 
d'une formule d'addition, puisqu'elle ne permet pas de calculer 
rf(w -h ^), connaissant o'm et (^i^. 

Remarque. — En remplaçant u successivement par a, 6, c et 
{? par rf, on pourra déduire de l'équation (82) l'équation à trois 
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termes si l'on s'appuie sur l'identité évidente 

(A-B)(C — D)-h(B — C)(A— D)-+-(G-A)(B — D) = o. 

DE LA FONCTION Çw. 

La nouvelle fonction, proposée également par Weierstrass, est 
définie par l'égalité 

(33) r^u=?Ji = Dloga'M. 

On prononce dzêta u. 

Il en résulte, à cause de (22), 

Addition des périodes. — La définition (33) nous donne 
immédiatement 

v/ \ a''(M-f- 20)/) .. _. 

et par suite, en appliquant la première équation (29), 
(35) X,{u -\- i(Mi) = ^u -\- 11)1 (t=i, 2, 3). 

Remarque, — On pourrait, par un procédé analogue, des 
fonctions rfaW déduire des fonctions Ça^î mais ces fonctions sont 
peu usitées. 

Autres propriétés de !Jw. — du est impaire, d' u est paire, 
donc !^w est une fonction impaire : 

(37) C(-w)=-Cw. 

Nous avons vu (p. 3o), que 

et nous avons annulé A3 ; donc 

(38) Ç«*= i 4- Bw3+Gw8 -H.... 

u 
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L'origine est un pôle simple de î^a. D'ailleurs, les pôles de %u 
sont les zéros de c^a ; ils sont donnés par la formule 

u = a7ni<i)iH- amso)]. 
Formule d'addition de ^£^* — L'équation (32) peut s'écrire 



<^^U<^^V 



= li'u-^ CV. 



Prenons les dérivées logarithmiques des deux membres, nous 
obtenons 

(39) Ç(" — ^)-»-Ç("-<-^) — 2?"= çT^^^TTt;;- 

Échangeons les lettres u et ç^, l'équation précédente devient 



— rv 



t .. f 



d'où, par addition avec (Sg), 

(4o) C(" + ^) = C"^-î^-+--|r^7zr|v' 

C'est la formule d'addition des fonctions ^u, 

Bemarque importante, — Pour montrer l'avantage des nou- 
velles fonctions, nous signalerons, sans la démontrer, la proposi- 
tion suivante : Si l'on remplace to, et Wj par deux nouvelles 
périodes w et (o' telles que 

ti) = aïOi -h ôioj, 
0)'= c (Oj -h d(3i^, 
avec 

ad — 6 c = db I , , 

la fonction o'm et la fonction Z,u ne sont pas modifiées. Il en 
sera de même de la fonction pu que nous définirons au Chapitre 
suivant. 

Les fonctions ddU s'échangent les unes dans les autres; il en 
résulte que les fonctions 6 s'échangent avec multiplication par des 
exponentielles. 
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Exercices sur le Chapitre III. 

1. Démontrer la deuxième et la troisième formule (29). 

2. Démontrer que 

3. Calculer o'a( u -4- (Oa) et a'a( m + wp) ; on trouve 

4 Démontrer la formule 

a'(M-+-a)a'(w — a) = a'*Ma'a« — 0*5 m 3** a. 



«••»4 
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CHAPITRE IV. 



DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. DÉFINITIONS DE pu, snw, en m, dna : 
PÉRIODES, FORMULES D'ADDITION, VARIATION [FORMULES (41) 
A (69)]. 



On appelle fonctions elliptiques toutes les fonctions double- 
ment périodiques qui sont finies et continues, ainsi que leurs dé- 
rivées, en tous les points du plan, sauf en certains points où elles 
deviennent infinies, mais de manière que leur produit, par une 
puissance convenable de la variable, reste fini. 

Premier point de vue : la fonction p u ; premières proprié- 
tés. — On obtient très simplement des fonctions elliptiques en 
prenant la dérivée seconde du logarithme d'une fonction ellip- 
tique de troisième espèce. C'est ainsi qu'on obtient, en particu- 
lier, la fonction appelée pu (prononcez />é m), qui jouera le rôle 
le plus important dans la suite de ce précis. II suffit de poser 

(40 pu= — t;u = — Dilos^u= — ^ U, 

On aura, en effet, en vertu de la formule (36), 
(42) p(a-+-2a>i) = — |;'(m^- 2 0),) =— ;' w = pM. 

La fonction pu admet donc les périodes 2(i>|, 20)2, et, par 
suite, 

2mitùi -h 2 7/1] (1)2, 

/W|, m2 étant deux nombres entiers quelconques positifs ou né- 
gatifs; remarquons, en particulier, la période — 20)4 — 20)2 qui 
est égale à 20)3. 
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La fonction pu est une fonction paire et son développement 
en série, déduit de la formule (38), se présente comme il suit 

(43) pM= — -H CjW*-+- C4W* -4-. .. . 

L'origine est un pôle double, et, par conséquent, tous les points 
du plan définis par les valeurs 

sont des pôles doubles. Il n'y en a, d'ailleurs, pas d'autres, 
comme le montre l'expression déduite de (40 en fonctions des 
séries 6. 

Nous retrouverons plus loin cette fonction pu^ en nous plaçant 
à un autre point de vue; mais nous remarquerons immédiatement 

<|ue, dans l'hypothèse déjà souvent faite, où to, et -4 sont réelles, 

il y a une infinité de périodes réelles 2/714 104. Il en est encore de 
même si to^ et 0)2 sont imaginaires conjuguées; car la période 
i2 0)4 + 2t02 et ses multiples sont alors réelles. 

Racines de la dérivée p'w. — De la relation (42) on déduit 

P'(m H- 2 0)/) = p'm. 

Faisons dans cette relation 1/ = — w/; il vient 

P'w/ = p'(— 0)/). 

Or p' u est une fonction impaire (dérivée d'une fonction paire); 

donc 

p'(_to/) = — p'o)/ 

et 

p'to/ = — p'a),- = o. 

Nous connaissons ainsi trois racines de p' u^ savoir Wj, (O2, (03. 
Nous admettrons, sans démonstration, qu'il n'y en a pas d'autres, 
si l'on fait abstraction des multiples des périodes. 

Rappel de formules. — L'introduction de la fonction pu 
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permet d'écrire comme il suit les formules (32), (89) et (4o) 

(32') i^ ^ -=:PU — PV. 



(39') 



Ç(W — t?) + î(w + ^) — 2ÎM = ^^ > 

^ ' pu — pv 

pu — pv 



(4o') Ç(w-+-p) = Çw-i-ît'-i- - ^ ^— . 

Deuxième point de vue : définition et périodicité de sn u^ 
en M, ànu, — On obtient encore, comme nous l'avons dit au Cha- 
pitre II, des fonctions elliptiques en faisant le quotient de deux 
fonctions elliptiques de troisième espèce, qui ont les mêmes pé- 
riodes et le même multiplicateur : en effet, soient deux fonctions 
<f(u) et ^{u), telles que 

(^(u-+- a) = e^**-^^ f(w), 
^(u-+-b) = e^'«+'''<p(a); 

la fonction I-7 — { présentera évidemment les deux périodes a et b. 

Dans les notations très ingénieuses de Weierstrass, les fonctions 
elliptiques, obtenues par ce moyen, sont des quotients de fonc- 
tions a", désignés par un double indice qui rappelle les indices 
des deux fonctions employées; ainsi 

(44) *«?" = 5^ 

avec la convention supplémentaire que doU = du. 

Ces fonctions peuvent être substituées aux fonctions de Jacobi 
dont nous allons maintenant parler; mais ces dernières, outre 
leur intérêt historique, offrent le grand avantage de ne dépendre 
au fond que d'un seul paramètre, et, par suite, de se rattacher 
immédiatement aux Tables numériques de Legendre; elles sont 
donc à préférer dans les applications numériques. 
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Dans ce qui suit, nous désignerons les fonctions par la notation 
de Gudermann, aujourd'hui universellement adoptée. Si la défi- 
nition paraît compliquée à première vue, les propriétés caractéris- 
tiques que nous substituerons à cette définition seront simples, et 
l'on peut immédiatement dire que les multiplicateurs qui vont 
être introduits ont pour objet de faire dépendre les nouvelles 



(i>, 



fonctions du seul rapport — > ou, ce qui revient au même, de q. 



Posons 




(45) 


^ -(.;)«•(«)' 


ou mieux 




(45 *w) 


^-^^-.i/i(°^' 



les fonctions de Jacobi sont définies par les égalités 



.... ^2(0) 



I) 



(4*3) < en w = 



^''l)e.^o) *'(i 



dnw = 



•■(ï) o,(«) »■(! 



i 



'•(i) 



u\ 63(0) iu 



On prononce S, n, a; c, n, w; d, n, w(*). L'exposant de e, dans les 

séries qui définissent les 6, est donc ,,^, , : dans sna le facteur £[ 

^ e|(o) ' o 

contient (o^, de manière à faire disparaître le facteur (Oi qui sera 
introduit par la dérivée 6'(o). Les fonctions sna, en a, ànu sont 
donc, par rapport aux périodes (o^ et (1)2, homogènes et de degré 
zéro. Par suite des propriétés des 9, on voit que snw est impaire, 



(^) Legendre et, après lui, Jacobi employaient les notations sinamt^ = snu, 
cos amu ::t: cnt^, Aamt^ = dai<, qu'on énonce ^mi^^ amplitude u, cosinus am- 
plitude u, delta amplitude u : la fonction 9 = ami^ {amplitude u) se trouve 
définie par les égalités précédentes, puisque sinf = snu. 
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cnt/, dnu sont paires, et Ton a 

(47) sn( — w) — — snM, cn( — M) = cni/, dn( — u) = ilnu. 

Pour que les arguments des fonctions Q qui figurent dans les 
formules (46) augmentent de périodes, il faut que u augmente de 
périodes, multipliées par ^. On est ainsi conduit à poser 

i oii/x-K = -ei(o), 

(48) 



fiemarque essentielle. — K et K' ne dépendent que du rap- 
port des périodes et, par suite, sont fonctions Tune de l'autre. 

Elles sont réelles en même temps que w, et -.-• 

Périodicité. — Les formules (i5) et (16) nous donnent les 
nouvelles relations 

I sn(a-i-2K) — — snw, 

(49) < rn(w-+-'2K) ——en M, 

( (Jn( MH- iK) = fin w. 

/ sn(M-f- îiK') = -«ni/, 

(50) J cn( w -»- •2iK') = — cnw, 

( (ln( a-f- •2tK') = — (In M. 

Il en résulte que les périodes sont 

( Pour sn 4K et xiYJ 

(5i) I Pour en.. 4K et aK-+-2^K' 

( Pourdn iK et \iK' 

Zéros et pôles. — Les zéros et les pôles résultent immédiate- 
ment de la définition (46); il suffit d'en écrire le Tableau, en se 
guidant sur les formules (19) : 

Pôles des trois fondions. iniK-^- {im' -^ i)iK' 

Zéros de sn u x mK -\- 1 m' iK' 

Zéros de cnu (îi/?i -h i)K-t- im' iK' 

Zéros dedni^ (2mH-i)K-+-(2/n'-+- i)tK' 

Tous ces zéros sont simples : il en est de même des pôles. 

L. L. 3* 
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Relations fondamentales. — Des équations (46) lirons Q, -^^ 

62 77=» 63 -p^ et portons-les dans la première et la troisième équa- 

tion {n) du Chapitre II (* )î nous obtenons deux formules; voici le 
calcul pour la première. Supprimons, immédiatement le facteur 

xo|(o) - e|(o) 

Remplaçons X par sa valeur, que définit l'équatioTi (45), k et ât' 
parcelles que définissent les formules {m) du Chapitre II, 

e'vo) , effo) Oî(o) , 

sn^M = — -4-: — cn*w. 



( 



' \'.i,»,.i(«) •!*"' ■ «i"" 



2 0)1 



Il n'y a plus qu'à remplacer 6'(o) par sa valeur tirée de l'iden- 
tité (5), qui termine le Chapitre II, pour obtenir la première des 
deux formules suivantes : 

( A2sn2M-f-dn2a = I. 

Première formule d'addition de pu» — Nous allons mainte- 
nant plus spécialement étudier la fonction pu. Reproduisons la 
formule (4^'), établie page 4I7 

(40') ;(^-K;) = ;^H-Ct^-l-- ^^ U—pV ^ 

^ ^ ^^ ^ ^ ^ 1 pu — pv 

et prenons la dérivée des deux membres: nous aurons la première 
formule d'addition relative à pu 

fiif\ / \ ^ d p'u — p'v 

(54) p{U'^v) = pu -j- '^ î— . 

^ /«- idupu — pv 

Cette formule, dissymétrique par rapport aux lettres u et ç^, 



(') Nous utilisons ici des formules démontrées seulement dans le texte en pe- 
tits caractères; on trouvera plus loin une autre démonstration indépendante de 
celle-ci, mais nous n'avons pas cru devoir attendre aussi longtemps pour iaire 
connaître les importantes formules (53). 
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sera bientôt remplacée par une autre (page 49); mais nous avons 
besoin d'établir d'abord une équation différentielle à laquelle sa- 
tisfait pu et qui joue un rôle fondamental dans la théorie. 

Équation différentielle de pu. — L'équation (54) donne 
immédiatement, en échangeant u et ç, 

^ du pu — pv ^ ovpu — pv 



ou 



à p'u ' d p'v 

^P"-x: ^.; ^.. = ^P^"^x: 



Posons 
d'où 
il vient 



du pu — pv ^ Ov pu — pi> 

pu = z, 
p' u du — dz ; 

dz à du p'v p'*c 

du dz z — pv *^ z — pv (z — pv)^ 



ce qu'on peut écrire 



2 — 



dz dz 

dû d dû p"v p'2p 



z—pvdzz—pv {z—pç)^ i^—p^) 



Intégrons, et désignons par a une constante; nous parvenons à 
l'équation 

/ — \' 
1 l du ] p''i> I p'*p 

2\z — pV/ Z — pv 22(3 — pV)^ 

qu'on peut ordonner ainsi 

i? étant une constante arbitraire, on voit déjà que p'u est expri- 
mable par un polynôme du troisième degré en pu. Mais on peut 
aller plus loin; nous avons, en effet, vu (43) que 

I • L 

pu = — r H- C2 W' + C4 w* -j- . . . . 
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On. en déduit 

p M = j -+- 2 Cj a H- 4 C4 a' -f- . . . , 

4 8c* 

p'2^ ne renfermant pas de terme de la forme — f» il ne pourra pas 

y avoir dans le second membre de terme en p^u, et Téquation 
entre J3a et sa dérivée sera finalement de la forme 

(55) p'^u = ^p^u — gipu — gz, 

« 

g2 et g^ sont des constantes qui ont reçu le nom di invariants de 
la fonction pu\ leurs valeurs sont 

^,= 4c2 et ^3 = — 4^4, 

réelles si (o^ et -^ sont réelles et de même signe; elles ne dépen- 
dent que des périodes. 

Soient ei, 62, ^3 les racines de l'équation 

4^'— ^2-5 — ^3=0; 
l'équation précédente peut s'écrire 

(55 bis) p'^u = ^{pu — ei)(pu-'ei)(pu — ez). 

Corollaire I, — D'après cette équation, les racines de la 
dérivée s'obtiendront en annulant un des trois facteurs du second 
membre; or on a vu (page 4o) qne ces racines étaient (o^, (1)2, 0)3. 
On aura donc, en faisant correspondre provisoirement les indices, 

(56) ei = pa)i, e2 = pa)2, ez~pt*>z 

OU, plus généralement, en désignant par wy une demi-période 
quelconque, 

(56 *w) ei-pti)j (t,y= 1,2,3). 
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Remarque. — On voit aussi que (o,, CO2, (03, annulant la dé- 
rivée, sont des zéros doubles pour Téquation 

pu— eoi=o; 

nous montrerons bientôt que ces facteurs pu — e^ sont efFective- 
ment des carrés parfaits. 

Corollaire II, — On déduit de l'équation (55), par une déri- 
vation, 

(a) 2p'w=:r2p»M — ^2. 

Toutes les dérivées d'ordre pair s'exprimeront donc en fonc- 
tion de pu et de ses puissances, toutes les dérivées d'ordre impair 
par des expressions analogues multipliées par p' u. 

Problème inverse. Expression des puissances de p^^ en 
fonctions linéaires de pu et de ses dérivées. — La formule 
précédente et celles qu'on en déduit par des dérivations succes- 
sives permettent inversement d'obtenir les différentes puissances 
de pu en fonctions linéaires des dérivées et, par conséquent, de 

calculer les intégrales de la forme l p^udu. Ainsi, en dérivant 

deux fois de suite la formule (a) écrite comme il suit 

on obtient, en supprimant dans Técrilure la lettre Uf 



(à) 



4PP'=5P", 



I 



f 4p'»-4-4pp''= 3?^^ 
D'autre part, on a (55) 

(C) . P'*=4P'— ^2P— ^3- 

Il ne reste qu'à éliminer p'^ et pp" entre (a), (6) et (c) pour 
avoir p^; récrivons la formule (a) ainsi 

(a) 2pp"=12p3— ^2p. 
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D'abord pfl' entre (a) et (è) 



8p3+|p't=^^,p^lp- 



puis, à cause de (c). 



( 



i6\ i i 



d'où 



et 

De même, en différentiant deux fois la formule (rf), nous intro 
duirons j3* par la substitution de 4f>^ — S^P^^ S^ ^ P'^> 

3P'P'=^^.P' + ^P', 

d'où, en tenant compte de (û) et de (c), 

3p* Up^u- ]^g^ + 6p(4p'- gtP-g») = ^<r«i"'+ T^P"' 

[ 42p*M = 5^i +6^3P + -^^2P'-t- r^P", 

\ O 10 • 120 

et ainsi de suite. 



Définition d'une notation. — Une équation différentielle telle 
que (55) ou (55 bis) pouvant servir à définir la fonction pu^ si 
Ton choisit parmi les intégrales de Téquation celle qui est infinie 
pour «/ =: o, on conçoit souvent p u comme ainsi définie, ce qu'on 
rappelle en écrivant p{u] §2^ gz) ou J3(w; ^i, ^2? ^s)* Lorsque 
nous voudrons rappeler que pu est définie par ses périodes, nous 
écrirons j3( m; 0)4, 0)2). 
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Deuxième formule d'addition des pu- — Nous pouvons 
maintenant établir la formule d'addition symétrique que nous 
avons annoncée page 4^. Nous étions parvenus à l'égalité 

/ \ i d p'u — p'p 

p(U-hÇ) — PU= y-- 

' 2 au pu — pv 

•2 pU—pÇ 1 (pU — pV)^ 



Changeons ii en ç' et ç^ en u : Tégalité nouvelle 

p(u-hi^) — pi> = -i- - —*- ^\ - — ^, 

^ pu — pv 2 (pu — pv)^ 

ajoutée membre à membre à la précédente, nous donne 

/ N ip'i' — P'm I (p'a — p'p)2 

2p(u-^ v) — pu — pv = - \- - ~ — -. 

"^ •! pu — pp 2(pw — pp;* 

Or, à cause de la relation (a), 

pV--p'i* = 6(pîp — p-a)= — 6(pM — pp)(pa-f-pp). 

Donc enfin, après simplifications, 

/r X / X I /P'^ — P'^\^ 

(57) p{u-hv) + pu-hpi> = - {- ^— . 

'^ ^ "^ ' 4 \pw-p^/ 

Telle est la formule que nous avions en vue. 



Théorème. — Les fonctions \/pu — ^a sont uniformes. 

Nous allons maintenant justifier la remarque de la page 47 en 
donnant la valeur effective de y/pa — <?a- Dans la formule (32), 
posons ^? = iù^\ elle devient, en tenant compte de ce que 
/)a = — DalogG'w,. 

Mais, à cause de la formule (29), 

C'(m — a>a) = a'(w -4- Wa— ^W^) = — e-20a(" + Wa-a)a} j'(j^ _|_ q,^); 

donc 

(^) pw-ea= 37— 3^: ^• 

L. L. .4 
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Le second membre est un carré parfait ^ nous pourrons en ex- 
traire la racine, et, si nous nous reportons aux formules (3o) 
et (22), nous pourrons écrire la série d'égalités suivantes que 
nous grouperons sous un même numéro : 

/a:qx / — e-^«"<3'(M-f.Wa) <i^U BgU 0' (o) 

(5o) s/pu — ^a= = •—; : — = ~e — ïr~7 — ; • 

Le théorème est donc démontré. On voit que le signe de 



y/j3 u — ea une fois choisi ne redeviendra pas indéterminé, le second 
membre étant une fonction monodrome de u; la détermination à 
prendre sera celle qui donnera au premier membre, pour u infi- 
niment petit, la même valeur principale - qu'au second. 

Remarque. — 11 résulte de la formule (58) que, si les con- 
stantes 0)4 et -? sont réelles et de même signe, pu reste supé- 

if 

rieure à la plus grande des racines e^, ^2, ^3. 

Corollaire. — Dans la formule (^), écrivons w + Wa au lieu 
de u ; nous obtenons l'équation 

qui, à cause de (29), peut s'écrire 

(h) p(w-f-a)a)-ea= ^^.^ . ,^ . ^.^ 

En multipliant (g) et (A), membre à membre, ou obtient 

1 
! 

Le premier membre est donc indépendant de u;, on obtiendra 

du second membre une forme plus commode dahs les applic» - ^ 

tions en donnant à u une valeur particulière; nous choisirop^iiîe ^^ 

valeur top. Comme a)a+wp = — a)yetquep( — toy^ = n» v^e qu on , 

l'égalité (k) deviendra i ^3). Lorsqp*^" 

gîriawa périodes, no 

(0 {e^-ea)(ey-ea,)= -^^; 
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par comparaison de (k) et de (/) nous parvenons enfin à Téqua- 
tion 

qui nous sera des plus utiles dans les applications. 

On peut arriver au même résultat par une autre marche ; la 
formule que nous avons déduite de (89) par l'échange des lettres 
u et i? peut s'écrire, avec les notations actuelles, 



pu — pv pv 

Si l'on fait r = o)», pi^ devient Col', mais les deux termes du se- 
cond membre s'annulent, le dénominateur d'après ce que nous 
avons dit, page 4^, le numérateur parce que, en vertu de la for- 
mule (36), 

Il faut donc appliquer la règle de L'Hôpital, ce qui donne, en 
dérivant par rapport à i^, 

y 



pu — Col p"(iici 



OU, à cause de la périodicité de pu, 

I 9.p(u ■+- tû>x) -^ O.fi^ 



pu — Col p'wa 



Il en résulte 

(m) (pw — «a)[p("H-Wa) — 5a]= ^-^• 



2 



Le rapprochement des équations (Sg) et (m) donne l'intéres- 
sante formule 

(n) - p''wa=(ep — «a)(«r— ^a). 



^1^ Relations entre les carrés de trois fonctions (3*. — L'équa- 
"*on (58) peut s'écrire 

cf u cri u cflu 

c^^u ^^U ^^u 

IL 
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On en déduit les relations 

(et — ei)cf^u -4- orf M — j*! m — o, 

(es — ez)^^u-\-cflu — a'|w = o, 
(60) < 

(63 — ei) 0*2 M -4- a*! w — 0*^^ = 0, 

(«3 — e2)a'ÎM -f- (ei — ea)*^!^ -r- (^2— ei)^'^ w = o, 

parmi lesquelles il est évident que deux seulement sont indépen- 
dantes. 

Relations entre les carrés de trois fonctions 0- — II suffit 
de remplacer, dans Jes formules précédentes, les fonctions d par 
leurs valeurs tirées des équations (22) ; on trouve ainsi 

o'Mo) "^eî(o) 01(0)-°' 
,, , e'no)''"^e|(o) 61(0)-°' 

6'*(o) e|(o) 9î(o) °' 

Dans la première de ces équations, faisons ii= bi^] elle devient 



(ei— ^2)7^7 



02(01 e|w, 



o'Ho) e|(o) 

Or, des formules (17) on déduit, en y faisant m = o, 

6 o)i = Oi(o), 

62Wi = e3(o); 
donc 

e?(o)6'2(o) 



(o) 61 — 62 = 



61(0)61(0) 



Cette formule et les suivantes résulteraient aussi de la compa- 
raison entre les formules (61) et les équations (n) du Chapitre II. 
De même, dans la deuxième équation (61), faisons w = (O25 elle 

devient 

6^0)2 _ e|a>2 
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Or, les formules (i8) nous donnent, en y faisant a = o. 

(x}2= iq *62(o), 

03^2= q *6i(o); 
donc 

. . eî(o)e'*(o) 

Enfin, dans la troisième équation (6i), faisons u:=ci>3; elle 
devient 

Or, les formules (17) et (18) combinées nous donneront, en 
faisant dans les premières w = (i>2 et dans les secondes w = o, 

e(w3) = 0(— oj,— (Dj) = — 6(a),-4- wj) = — Oi(a>2) =-. q *e3(o), 

_ 1 
Oi(o>3) = Oi(a)i-+- w,) = — Ow2= iq *0j(o); 

donc 

/ ^ Oî(o)e'2(o) 

Corollaire. — En additionnant membre à membre les trois 
équations (o), (p), (q), on obtient la relation 

(r) e}(o) + e|(o) = e5(o), 

déjà obtenue page 23. 

Expression de e^ en fonction des 6. — En retranchant 
membre à membre deux quelconques des équations (o), (/>), (g) 
et tenant compte de ce que Ci H- «2+ ej= o, on trouve 

. [6 Uo) + 9|(o)]9''(o) 

' 91(0)61(0)61(0) ' 

,,. ; ,, _ [9{(o) + eKo)]e''(o) 

^^ ^^'~ 61(0)61(0)01(0) ' 

[9t(o)-6»(o)19'«(o) 
e?(o)6|(o)0|(o) 
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On voit ainsi que ^i, ^2? ^3 sont nécessairement réelles lorsque 

les fonctions 8 ont été construites avec des constantes Wi et -^ 

i 

réelles et positives. De plus, ei est nécessairement positivée, 62 
négative, et Ton a 

Des valeurs de ^i, ^2, e^ ou mieux des formules (o), (/?), {g)j 
on déduirait facilement, s'il en était besoin, les invariants ^2> gs 
et le discriminant A. 

Rapprochements entre diverses constantes. Introduction 
des ^a dans la définition de sn, en, dn. — Nous avons posé (45) 

D'autre part, oa vient de voir (o) que 

e «(o)0'«(o ) 

*' "'-rf (0)61(0)- 

Or, il résulte de la formule (s) qui termine le Chapitre II que 
les. deux seconds membres sont égaux dans les équations précé- 
dentes ; d'où plusieurs conséquences : 

i^ Formules plus simples pour remplacer (o), (/?), (q)^ (s), 

de même 

(/>') e,-e,=-(j^J%t(o); 

W) e.-e. = -(^yej(o);- 

3ei= (^)*[ej(o) + e»(o)], 
(s-) J3e, = -(^y[eKo) + 6J(o)], 

3^3= (^)'[9}(o)-0*(o)]. 
2° Les formules qui définissent snu,'cnu, dnu sont aussi 
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modifiées (nous n'écrirons que les deux premières), 

X = ex — ej, 



sn « = ^«1 — cj ,., , . = 



(46') 

1 BTl ?/. = 4/ fi.. />- : 

u (i'(o) U 



3® Les équations (48) peuvent s'écrire 

(48') 0), = , W2 = . • 

4° En comparant les formules qui viennent d'être écrites avec 
les équations (m) du Chapitre II, on trouve 

(62) ^.==fîZ:i!, A-'=^'~'"; 

d'où résulte la relation déjà remarquée au Chapitre II, 
(62 6w) X:*-hA-'«=i. 

Il importe de remarquer que, dans les mêmes hypothèses faites 

• COo rit * A 

Constamment, savoir Wi et -r- réelles, ce qui entraîne e», ea, 63 

réelles et ^< >^3^^2> los deux modules sont réels et inférieurs 
à l'unité. 

Relation entre pu et snw. — La relation cherchée résulte 
immédiatement de l'équation (46') combinée avec (58), 

(63) 8111.= ^''-^' 



V vei — e^ 

Cette même équation, résolue par rapport à pw, donne en écri- 
vant M, au lieu de — ==> 

« 

(63 &w) pu = ei-{- ^ * 



sn^u y/^i — €2 



Équations différentielles auxquelles satisfont sn;^, cnu, 
dnu. — Il suffit de porter dans l'équation (55 bis), que je trans- 
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cris de nouveau, 

p'* u r= 4(j>M ^ei){pu- ei)ipu — es), 

la valeur de pu, tirée de (63 bis) y 

p u= ■■ — 

4(^1 — ^2 



sn' 






J'ai écrit dans la dernière équation u au lieu de u\/e{ — e^s il n'y 
a plus qu'à tenir compte de la première équation (62) pour obte- 
nir l'équation cherchée 

(64) sn'îa = (i— sn2M)(i — k^sn^u). 

Si l'on se reporte aux équations (53), on verra que cette équa- 
tion peut s'écrire, en choisissant les signes après l'extraction de la 
racine carrée de manière que les deux membres aient pour limite 

I lorsque u tend vers zéro, 



(G5) ^cnadnM, 

Ou 

à laquelle on peut adjoindre les deux formules obtenues par la 
différentiation des équations (53) 

d cï\u , 

— j^ — = — snuQiïu. 
du 

{(ySbis) { 

ddnu ,„ 

— r — = — k^snucnu. 
ou 

Remarque, — Le système de trois équations dlfTérentielles 
que nous venons d'obtenir est souvent considéré comme définis- 
sant les fonctions elliptiques de Jacobi ; il suffit d'ajouter les 
conditions initiales, à savoir que, pour w = o, on aura 

snw = o, cnw = i, dna = i. 

Formules d'addition des fonctions elliptiques de Jacobi. — 

Ce serait ici le moment de donner ces formules qui résultent immé- 
diatement de la formule (57) et des relations déjà établies; mais 
ces formules d'addition ne devant pas nous servir, nous en laissons 
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la démonstration comme exercice aux lecteurs {voir à la fin du 
Chapitre). On en trouvera d'ailleurs plus loin une démonstration 
plus élégante. 

Variation de pu dans le cas oie u et pu sont réelles» 

Considérations générales. — Nous avons vu que la fonction 
pu satisfait à l'équation différentielle (55) 

(55) p'*M = ^P^u — gipu — gz, 

dans laquelle les invariants g^ et gz dépendent des périodes don- 
nées 2(i>< et 2(02; mais la réciproque n'est pas absolument évi- 
dente, et, s'il est assez facile d'admettre, comme d'ailleurs on le 
démontre dans tous les Cours d'Analyse, que l'équation 

définit une fonction ^ de w (*), il est moins évident que, quelles 
que soient les valeurs attribuées à g2 et ^3, cette fonction z sera 
une fonction doublement périodique. Pour ne pas compliquer 
notre étude, nous admettrons ce théorème qui est démontré dans 
les Ouvrages plus importants, et nous nous bornerons à deux ob- 
servations : d'abord, le théorème est probable, puisque, définie 
par les fonctions 8 ou par une équation difi*érentielle, la fonction 
p2^ dépend toujours au fond de deux constantes arbitraires, ses 
périodes ou ses invariants. La seconde observation est la suivante : 
nous allons rencontrer dans la discussion une période réelle 2(o< 
et une période imaginaire pure 20)2; si l'on essaye de construire 
avec ces périodes une fonction 8 pour en déduire une fonction pu^ 
la fonction pu ne coïncidera avec celle déduite de l'équation dif- 
férentielle (55) ou (a) que si le discriminant A = ^^ — '^l g\ ^^t 
positif, en d'autres termes, que si les racines ^1,^2? ^3 sont réelles. 
Cette restriction ne doit pas nous étonner; nous avons vu, en 
effet, page 54, que les périodes réelles conduisent nécessairement 

— ;?» el 

v/z 

la solution générale de (a) est z = p{u-\- c). 
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à des racines réelles. Dans le cas du discriminant négatif, la fonc- 
tion 8, d'où l'on déduirait une fonction pu coïncidant avec celle 
que fournit l'équation (a), devrait être construite avec deux con- 
stantes imaginaires conjuguées 2(1) et ao)', définies par les rela- 
tions 

!2a) = 2Wi-i- 2a)j, 
20) = 20)1 20)2. 

On distingue ces deux cas en disant que, dans le premier, les 
périodes sont primitives; dans le second cas, les périodes ne sont 
pas primitives. 

Variation de pu, — Quoi qu'il en soit de ces considérations 
préliminaires, nous pouvons continuer à supposer que pu est dé- 
finie par l'équation (40» ^^ nous suffit d'avoir démontré qu'elle 
vérifie l'équation différentielle (55) que nous écrirons aussi 






en posant, pour abréger, z = pu : les limites ont été choisies de 
manière que u = o corresponde k z =zco. 

Il n'y a pas besoin, pour le moment, dé distinguer le cas du dis- 
criminant positif et celui du discriminant négatif ; nous nous bor- 
nerons à supposer 

ei> e3>C2, 

si les racines sont réelles et e^ réelle si le discriminant est négatif. 
Les invariants ^2? g^i sont, bien entendu, supposés réels. 

Pour M = o, pu est infinie; pu commence donc par décroître 
et sa dérivée par être négative. Il faut donc, de l'équation (55), 
conclure 

pu décroîtra tant que la dérivée ne s'annulera pas, c'est-à-dire 
jusqu'à et première racine de Z. Nous savons que u prendra alors 
pour valeur une des demi-périodes (56) et ce sera évidemi^ent la 
plus petite demi-période réelle (i>< ; €{ = ptù^ est un minimum. Ce 
minimum sera nécessairement positif, si les racines sont réelles, à 
cause de la relation e< + ^2 + ^3 = 0; il pourra être négatif si le 
discriminant A est négatif. Le facteur y/pw — e< n'ayant, d'après 
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la formule (58), que des racines simples, change de signe en s'an- 
nulant et il faut écrire maintenant 



p'u = -h\/^p^u-'^tpu 



gz 



La fonction pu recommence à croître et devient infinie pour 
M= 2(i>< ; d'ailleurs on a, puisque itù^ est une période, 

p(M-4-a)i) = p( M— 0)1 + 20),) ==p(m — 0),), 

et il suffisait de faire varier u de zéro à (i)| pour en déduire immé- 
diatement la variation de pu entre 0)4 et aw,. La fonction pu 
repassera ensuite par les mêmes valeurs. 

Nous représenterons cette variation par unt^ courbe; les droites 
M = o, M =r (0|, z^ = 2(i>i, M = Sw,, ... scrout dcs axes de symé- 
trie {fig* 1). 

. Fig. I. 



A> 



Co 





fÙy 



2(jJ, 30), <f(ji, 



IC 



Corollaire, — Il résulte de la discussion précédente que l'on a, 
Wi étant une demi-période réelle. 



(66) 



0)1 



l 



, i\/{z — ex){ 



dz r 

z — ei) { z — e{) Je, 



* dz 

7i 



Formule d'homogénéité. — Posons, dans la formule (S), 



(0 



d'où résultera 



ei= fie'i, 



62= (^^2. ^3= (^63, 



(0 



-"''--, ^3=1^^^;, 



^2=f^'^2 
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en posant 

^2 = 7 (^1 ^2 "^ ^2 ^3 ~^ ^3 ^1 )» 

(1) 

I 



^' -' -' 

4 



^3 — 7 ^1 ^J^3» 



réquatîon (8) pourra s'écrire 

(B) . = /* ^^ 



et il suffira d'appeler i^ la quantité My/â pour voir que 

Cette dernière équation peut s'écrire, en tenant compte de la défi- 
nition de V et des égalités (e) et (l^), 

(<>7) p(«; gi, gz) = f^p ("v/i^; ^^ Jf)- 

Cette très importante formule est connue sous le nom à^ formule 
d^ homogénéité à^ pu* 

Deuxième période, — En particulier, soit pris [x égal à moins 
un; la formule (67) devient 

(67)' p(w; ^2, gz)= — ?(,ui\ ^2, —^3); 

dans cette formule, i désigne, comme de coutume, le symbole 
imaginaire y/ — i ; on a de plus 

^'l= — ^1, «2 — — <?2, ^'3 = — ^3> g'i— g2> g'z= — gZy 

et 

— et> — ez> — ei. 
L'équation (6) devient 






dy 



^^y^—g^y-^gz 



La quantité 
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sera Je nouveau une intégrale définie réelle, et si Ton pose 

la quantité (i>2 sera purement imaginaire. De plus, iv^ est une 
période de la fonction j^, c'est-à-dire qu'on a 

ou, en se reportant à la formule (Ç), 

p(Mfc— 2a)2i; ^2, —^3) =p(Mt'; ^2, —^3) 

ou enfin à cause de la formule d'homogénéité, 

P(m — 20),; ^2, ^3) = p(w; gl, gz)- 

Donc la quantité purement imaginaire 2(1)2 sera une période de 
notre première fonction pu : elle est définie par l'équation 



(66)' W2=P2« = t f ~ 

avec 

Corollaire. — Si l'on pose jk = — 5 et si l'on fait rentrer i sous 
le radical, on pourra aussi écrire 

Autres valeurs réelles de pw. — Nous venons de voir qu'aux 
valeurs réelles de u ne correspondent que des valeurs réelles de 
pa toutes supérieures à la racine e\ (plus grande racine si le dis- 
criminant est positif, seule racine réelle dans le cas contraire). Il 
est intéressant de montrer que pu pourra atteindre toutes les va- 
leurs réelles; les valeurs correspondantes de u que nous allons 
rencontrer seront naturellement imaginaires. Nous avons cru pou- 
voir représenter les résultats par des courbes; parallèlement aux 
abscisses sont portées des quantités imaginaires, mais les variables 
^ et i sont réelles. Les ordonnées restent réelles et représentent 
*es valeurs de pw. 
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Pour avoir la première de ces courbes, nous nous sommes 
appujé sur ce que, d'après la formule d'homogénéité (67'), 
aux valeurs purement imaginaires de u correspondaient des va- 
leurs réelles de wy/ — 1 et de p(w; ^2, — gi)\ ces valeurs de 
P{^\ ë^2j — ^3) sont supérieures à la plus grande racine — €2 
correspondante et, par suite, p{u] ^2, ^3) est inférieure à ^o. 

La seconde courbe a été construite en utilisant la formule (69) 
dans laquelle nous avons fait a = 2, 



|)(p-f-o)2) = e,-*- 



pv — Ci 



On voit ainsi que, p variant de zéro k lOi ou. u de t02 à 
co| + (i>2 = — (i>3, pu = J3(p H- (1)2) varie de €2 à e^. 

La troisième courbe exige l'application successive des deux re- 
marques précédentes; en premier lieu, la formule d'homogénéité 
permettra d'obtenir des valeurs réelles de p(w; g27 — ë^z) corres- 
pondant aux valeurs purement imaginaires de p(ui ^2^ g^z)- 
Ensuite la formule (5g) permettra de rattacher les valeurs com- 
prises entre e< et e^ aux valeurs inférieures à 62» 

Ces deux courbes n'existent pas dans le cas du discriminant 



Fig. 2. 



/- P^i 



à > o 




(j)i 



2CJ, 



et 




lLstf\'^^ 



négatif; dans ce dernier cas, le maximum des valeurs atteintes 
pour u imaginaire coïncide avec le minimum des valeurs qui cor- 
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respondent à u réel : c'est ce que rappellera une dernière courbe. 
Les /ig. 2 et 3 ont été construites en supposant e^ négatif. On 



Fig. 3. 

puu 



Fig. 4. 



A> o 



cj <" 



O Oj,«(j), 0»2*2'*». UsWj*»' 





verrait aisément ce qu'on doit faire dans les hypothèses in- 
verses. 

Fig. 5. 

pu 



Discriminant néqatif 




U^m //V-l 



Remarque, — Les figures précédentes montrent clairement 
dans tous les cas les deux zéros àe pu (aux périodes près). 

En résumé, dans le cas du discriminant positif, pu prend des 
valeurs réelles pour toutes les valeurs réelles de w, pour toutes les 
valeurs purement imaginaires, enfin pour les valeurs complexes 
de la forme (i>2+ i^ ou de la forme (i>< + iV {v étant réelle). Dans 
le cas du discriminant négatif, pu est réel pour toutes les valeurs 
réelles ou purement imaginaires de u. 

Autre remarque* — Si A est positif, il résulte de la formule (Sg) 
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que p(w-f-(i>a) est réel avec ii; mais a = 3 ne donnera pas 
de nouvelles valeurs, puisque toules les valeurs réelles ont été 
atteintes précédemment. 

Retour à la fonction ^u: bsl variation. — Supposons d'abord 
le discriminant positif : pu est alors toujours positive et Ç'w tou- 
jours négative. On a alors une courbe telle que celle de la fig, 6 ; 

Fig. 6. 




chaque branche se déduit facilement de la précédente par la rela- 
tion 

Les points d'inflexion correspondent aux valeurs w=(o<, 
f^=z3(i)<, w=z 5(1)4, ... qui annulent Z," u = — p'^î la figure a 

Fig. 7. 



DIscriminoDt 
positif; e, >o 




été faite en supposant yj, positif, et les valeurs de ^u aux points 
d'inflexion sont 71 o 3 Yii, 5 7| 4, .... 
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Si le discriminant est négatif, mais si e^ est positive, la discus- 
sion ne diffère pas sensiblement de la précédente. Si e^ est néga- 
tive, pM et Î^'m s'annulent deux fois en changeant de signes; Çw 
présentera un maximum et un minimum dans chaque intervalle 
égala 20)1 {Jig. 7). 

Variation de snw. — La variation de snu résulte immédiate- 
ment de sa définition et de la variation de pu : on peut aussi se 
rappeler les formules (64) et (65). On voit ainsi que u variant de 

o à K, -p varie de o à (o< et sn u croît de o à + 1 ; puis, à cause de 

l'équation (65), la dérivée change de signe, comme cnii, et snu 
décroît de +1 à o, valeur atteinte lorsque w = 2Kou-— r=r2(i)|. 

L'équation (49) nous montre que snu change alors de signe et 
repasse par les mêmes valeurs, au signe près : l'aspect de la courbe 
{Jig» 8) est sensiblement celui d'une sinusoïde. 

Fig. 8. 




Tout cela suppose, ainsi que le corollaire suivant, A'^ réel 
et inférieur à un ou encore e», e^, ez réelles. 

Corollaire 1, — L'équation (64) pourrait s'écrire, par imitation 
de ce qui a été fait pour pu. 



ou, en posant 



L. L. 



X=(l — a72)(l — >t2ar2), 



.) 
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Legendre pose a7 = sin<f et appelle intégrale elliptique de 
première espèce l'intégrale précédente qu'il désigne par la nota- 
tion F(A-, cp) ou F((f ) ; on a donc 

Il résulte de la discussion précédente que u atteint la valeur K 
en même temps que x la valeur un ; donc 

(68) 






Corollaire IT: — Nous avons démontré, page 6i, la for- 
mule {&&) 



10» 



Si l'on considère la fonction siî^ u qui correspond aux racines 
e'^ = — e< , ^2 = — ^2? ^'3 = — ^3, le multiplicateur correspondant 
sera 

a' = ^2 — e\ ■= €\ — ^2 = ^. 

et le carré du module 

63 — e\ ex — 63 

62 — e\ e\ — ^2 

C'est donc la quantité désignée déjà (62) par la notation k''\ sui u 
sera donc la fonction sn(M, k'). Le quart de jsa période réelle sera, 
d'après (68), 

dx 



£ 



et si l'on remarque que la fonction snj(M, k') et la fonction 
p{u\ e\^ e[^, 63), pages 5o et 55, sont reliées l'une à l'autre 
comme sn(M, k) et p{u\es^ ^2, ^3), on voill immédiatement, en se 
rappelant la première des égalités (48') ou/ (48), que 



_ I r^ d^ . 

~ v/^i - et 1 \/(i — x^)(i "^f^^' 



^2 



mais, d'autre part, la seconde égalité (48'/ as donne 

£K' Meurs 

yei — 62 i 
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Il en résulte, comme (02= t^2^ <!"€ 

(«9) K'= r -—=M^==y 

€t les périodes purement imaginaires de pu ou de sn u se trouvent 
exprimées comme les périodes réelles, au facteur i près, p^r des 
intégrales définies entièrement réelles. 



Exercices sur le Chapitre IV. 

1. Si Ton pose 

démontrer les formules 

Cao(w-+- 20)01) = c'a© w, 
Cao( w H- '^w?) = — 3'ao M, 
o'apCw + 2(Da) = — 3'apM, 
<3'ap( M -h 2 wp ) = — 3'ap M, 
a'a3(M-h2(Dy)= Ca^M (a, p, Y = 1,2, 3). 

2. Démontrer les formules 

c et C\ étant indépendantes de u. 

3. De la formule (55) déduire la relation 

p'wa = 2( ep ~ ea) (ey ~ ea) (a, ?, y = i , 2, 3 ; a ^ p ^ y). 

4. Exprimer rinvariant g^ et le discriminant A = 27^! — ^| en fonc 
tien des périodes. 

z>' î>^ rô?(o)-f-e?(o)-i-e|(o)K,., , 

0'8(0) 



A =16 



0}(o)e|(o)OUo) 
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5. Trouver réquation différentielle à laquelle satisfait en a. 
Réponse : cn'u= — SDudni^. 

6. Trouver l'équation différentielle à laquelle satisfait dni^. 
Réponse : dn' u= — Â:* sn m en a. 

7. Des formules (65), combinées avec les conditions initiales données 
dans la remarque subséquente, déduire les équations (53) et l'équa- 
tion (64). 

8. Déduire de la formule (57) les formules d'addition des fonctions de 

Jacobi 

, ^ sn w cncdnp -^ snp cnw dn w 

en {u-^ v) = 



dn(M -+-(?)=: 





1 — 


Xr^sn^Msn^p 


7 


en wcnp ■ 


— snu%nv ànu 


dnp 




1 — 


k^ sn^M sn*p 


..,,., 


dnw 


ànv 


— k^ sn w sn p en M en p 



I — k^ sn*asn*p 



On peut encore opérer directement, de la manière suivante : 
Dans l'équation (8), à trois termes, posons 



elle de^vient 



a = 



b = 



d = 



u 


-¥- 


V 




1 




U ~h V 




1 




u 


1 


s> 




2 




s>- 


— 


u 



(02, 



Wi, 



0(1)1 6(MH-('-t-wi)6(M-i-a)2)6(('-i-a>2) 

6(a)i — W2)0(tt4-p-i-aJi-+-W2)ÔM6p 

ôwj 6(M-i-(?-4-ai2)0(M-i-wi)G(p-+-(«)i) = 

— OioOi(w -i- p) 62^62 (^ 

— Ô3 o O3 ( w -t- p) 8[ w 6 p 
-h O2 o 62 ( w -h i^ ) tf) 1 M 61 p = o, 

,. . ^ 62(^)62(^)02(^4- fc)eUo) . 1 . u ^ 

ou, en divisant par — ^^ — - — ^^-7;^ — ^^ è-J- — ^-^, et remplaçant u par si 

62(0) } "^ /X 
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V par -— , 



(A) cn{u -{- v) -\- sïiu Sïiv àn{u -^ v) — en m en ^ = 0. 

De même, la substitution, faite dans l'équation (8), 



a = h (0|, 

1 

•2 



M-f- P 

C = r W3, 

2 



a = 



conduira à Téquation 

(B) dnudnv dn(u -^ v) — k^cnu cnt' cn(u-{-v) = i — X:*. 

Les équations (A) et (B) font connaître cn(u -f- v) et dn(w -f- v) par des 
formules qu'on ramène immédiatement à la forme voulue, à l'aide des 
relations (53). 

Enfîn la substitution 

u -\- V 10.3 0)1 

a = 1 j 

2 2 

, n -^ i> (1)3 — toi 

6 = , 

2 2 

u -\- V CO1 -I- OJa 

C = h ■ j 

2 2 

- V — Il W3 Wi 



fournira l'équation 

snw cn(M 4-(')4-sn('dn(w-+-p) — cnMdn('sn(M-4-(') = 0, 
qui, combinée avec les résultats précédents, fera connaître sn(M -h p). 

9. Démontrer les forii'iules 



Ql\T 



^ k'%nx 

cn(a;-^K)=--d^-' 

k' 
dn(a;H--K)= -,— ; 
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I 



sn(a7-htK')= -7 

^ ksnx 

idnx 

en (a? -h iK ) = — ~, 9 

j / 'Vf icnx 

sna? 

dn X 

sn (ar-t- K-h i'K') — -, » 

kcnx 

ik' 

en (or -h K -H i K' ) = — -, > 

^ k cna? 

dn(ic-hK-i-tK ) = -i • 

^ Arenar 

On appliquera, soit exelusivement les définitions, soit les formules d'ad- 
dition combinées avec les définitions dans les cas particuliers où la va- 
riable est une demi-période. 



10. Si, dans la formule (5q), on fait m= — > on obtient p — : d'où 

\ »/// «2 '2, 

l'on déduit facilement p' — ; pour cela, il est commode de poser 

ep — ejy = a*, €y — 6^= b^, Ca. — ep = c^, a--^ b^-\- c^= o. 

Ecrire ces formules en appelant ea la racine qui correspond à toa, et 
fixer, en particulier, les signes pour a = i ou a = 2 (Halphen, Fonctions 
elliptiques, t. I, p. 02). 

Réponse, — Si A est > o, on trouve 

p —- = ei-h v^^i — ^î /ei— 63, 



p' -^ = — 2(ei — 63) yJe^ — Ci — 2(61—62) v/'^i — ^3 , 



p -— = 62 — y/e^—e^ \J e^ — e^ , 



P' -:7 = — 2 i(€i — 62 ) v/ea —62 — 2 i(«V— 62 ) v/^i ~ 63 
Si A < o, soit 61 réelle, 

en posant 

V^ei— 63 =^ p-\-qi (yJ?>o, ^>o), 

/ 

I 
f 

/ 

/ 
/ 
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on trouve 

11. Démontrer la formule 

0*2 a = a tf M 0*1 M j'j w 0*1 M = — p' M «s** M. 



12. Soit 



Vérifier que 



i^^ii = p'm(p'*m -- ^l'sP'w). 

P2M — pM=r— XLJL., 
p3M-pM=-H^. 



4^ 



t 



13. Les formules de l'exercice précédent se généralisent {voir Halphen, 
Fonctions elliptiques, t. I, p. 96 et 197). On trouve 



4'n(") = 



(Cm)"' 



14. Démontrer que 

4p2M = pM-hp(M-Ha)i)-4-p(M-t-a)2)-l-p(M-4-a)3). 

15. Démontrer que Ton a : 

i** Pour n pair, en posant m = — j 

, snà?-H A'sn^a? -h. . .-1^ G'sn*'»-3a7 

snnx = n cna? dna? 7 ^^ — 

i-i- A sn^a? -h . . . -h H sn*'«a7 

, .■; IH- A', cn«a7-»- . . .H-H', cn*'»^? 

( — i) cnnx = 7^^ — r ^^ — - — » 

I -t- Al cn'a? -H . . .-h Hi cn^'^a? 

."i, I-+- A', dn*a7-h. . .-t- H', dn^wa: 
(-- lyannx = . ^ , , ^ -^ , . — : 
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, T^ . . n' — I 
g>" Pour n impair, en posant m = 1 



sn 37 -h ... H- A sn'''^-^* x 

sn 71 a7 = n ^ y 

h sn'"»a7 



cna7-h.. -4- /i', cn»'«^-*a7 

en 71 a? = n j-^ — > 

i-h. . . -+- Al cn*'"a7 

, dna? -h. . .-4- Al dn"w-*-*a7 

ùïinx = 71 , , , 

I -t-. . .-h Aj dn*"'a7 

15. Démontrer que ^ 
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CHAPITRE V. 



INTÉGRATION PAR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. - INTÉGRALES 
COMPLÈTES DE LEGENDRE. - USAGE DES TABLES DE FONCTIONS 
ELLIPTIQUES [FORMULES (70) A (73)]. 



Dans ce Chapitre, je vais d'abord montrer comment s'intègrent 
les expressions qui renferment d'une manière rationnelle des 
fonctions elliptiques; nous verrons ensuite comment s'introdui- 
sent ces fonctions elliptiques. 

Intégration des expressions rationnelles par rapport aux 
fonctions elliptiques. — J'envisagerai, en premier lieu, les ex- 
pressions qui ne renferment que pu el ses dérivées. 

Toutes les dérivées de pu, sauf la première, s'exprimant en 
fonction linéaire de pu etp'w, une expression rationnelle en pu 
et p' u sera toujours de la forme 

P^Qp'u" P2-Q2p'2a -A-Hupw, 

M, N, P, Q étant des poljnomes en p m et A, B des fractions ra- 
tionnelles en pu. Toute intégrale elliptique se ramène donc à la 
forme 

/ (A -i- Bp'u)du = j Adu-{- j Bp'udu. 
Si, dans la seconde de ces intégrales, on pose 

pu = Zy 

d'où 

p udu = dz, 
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elle est immédiatement ramenée à la forme 



/ 



dans laquelle f(^z) est une fraction rationnelle; on sait donc l'in- 
tégrer. Le résultat est une fonction rationnelle de 5, ou de pw, 
c'est-à-dire une fonction elliptique. 
Restent les intégrales du type 



/ A du^ 



qui peuvent, par des opérations algébriques (décomposition d'une 
fraction rationnelle en fractions simples), se ramener aux deux 
types suivants : 



/p^udu et / — 



Nous avons vu, pages 48 et suivantes, qu'on pouvait toujours 
exprimer p^u en fonction linéaire de pu et de ses dérivées. En 
intégrant, on trouvera donc une fonction linéaire de Î^m, ainsi 
que de pw et de ses dérivées. 

Il reste à intégrer les expressions de la forme 



/. 



du 



{pu — pv)'"' 
Deux cas sont à distinguer : 

Premier cas : v est une demi-période. — Alors la formule (69) 
permet de remplacer la fraction par le polynôme 

[p(M-Ha)a) — ea], 



(«P^«a)(ey — ea) 



et, par conséquent, l'intégration est ramenée à celle des poly- 
nômes en pw, intégration qu'on sait effectuer. 

Deuxième cas : v rCest pas une demi-période. — Supposons 
d'abord que m soit égal à l'unité; la formule (Sg bis) donne 
immédiatement la solution. Elle s'écrit, en mettant pe^ au lieu 
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de - ^'U, 

d'où 

/du I , c'(M-+-t>) utv 

jiu — pv pv °c'(w — V) pv 

Eq difTérentiant plusieurs fois par rapport à ç^ la formule (a), 
on introduira les fractions 



--:« y 



(pu—pç)^ {pu — pçy* (pu — pç) 



m 



Réduction aux fonctions elliptiques ou inversion. — Nous 
venons de voir comment s'intégraient les intégrales portant sur 
des fonctions elliptiques; mais il faut encore savoir introduire 
ces fonctions elliptiques ou, comme l'on dit, effectuer Fm^^er^o/i; 
sans entrer ici dans la discussion générale, j'indiquerai quelques 
cas généraux. 

Le cas le plus simple est évidemment celui où l'on a à effectuer 
une quadrature telle que 

le signe R désignant une fonction rationnelle et Z le polynôme 
4-5^ — 5^2^ — gz î il suffit alors de poser 

z = pu; 
il en résulte 

dz = p'udu, 

\/Z = p'u, 
et l'on est ramené au problème précédemment traité. 
Cas particulier : 



y-f— 



dz_ 
y se transforme en 

rdu 

J a ' 

d'où 

^=-4-c, z=p ai^y — c). 

Cette dernière équation résout le problème. 
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Si Z désigne un polynôme quelconque du troisième degré, 
a^z^ -t- di z^ -\- CI2Z A- CI3, on revient au cas précédent, en posant 

ce qui fait disparaître le terme en z^ et donne à ^^ le coeffi- 
cient 4' 

Supposons maintenant qu'on rencontre une intégrale de la 
forme 

fRix, v/x) dx=^f-^dx, 

P, Q, R désignant toujours des fonctions rationnelles et X un 
polynôme du quatrième degré en x. 

Cas particulier. — Supposons d'abord X bicarré. 







X = 


77137*4- nX^-hp] 


on posera 






x^- y 


ou 






37*=-; 

z 


et l'on aura 










2:17 


dx = 


: dy, dx — —^. 



2 



^y 



ou 



, dz , dz 

2X dx =-^ —y dx — -t 

' ^ izs/ z 

dx _ dy 



ou 



/X lyJimy^-^-ny -^p)y 

dx __ — dz 

y/X 2 v/-s(/n -h Ti-s 4- /)z*) . 



Les deux procédés nous ramènent au troisième degré. 

II faut remarquer le cas particulier suivant : soit à calculer 



/dx 
; 
a/(i — a72)(i — it2a72)' 



si l'on pose 

a? = snw, 
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l'équation précédente devient 

rdu 



d'où 



U 



a 
et 

a: = sn a{y — c) 

représente l'intégrale de l'équation donnée. 
Voici maintenant des méthodes plus générales : 

Première méthode. — a. On connaît une racine a de X 

X = (a? — a) (ao^'H-«i^'-H-«2^-«- «3); 



on pose 

X — a = 

y y 

et 



X — a=--, d ou a: = a H 



/^ I 



on est ramené au cas du troisième degré, déjà traité. 

b. On connaît deux racines a et p de X; on peut alors, soit 
opérer comme dans le cas précédent, soit poser 

X — a = (a? — p)z, 

et si 

X = (a? — a) (a? — P) {ax^-\- bx -\- c), 

on obtiendra encore sous le radical un polynôme du troisième 
degré. En effet, on aura 

a -f- 8-3 

I -4- -3 
/p 3 

v/X= ^v^z[a(a4- p^)«H- 6(i-f- -s) (a -+- û^) 4- c(i -4- ^)='J. 

I -t- -3 

Deuxième méthode. — On se propose de ramener X à la forme 
bicarrée pour rentrer dans le premier cas traité. Pour cela, on dé- 
compose X en deux facteurs réels du second degré 

X = (aa7î-4- bx -\- c){a! x'^-\-b' X -\' d). 
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Si 

a'x^-^b'x-i- c'= 'k{ax^-T' bx -h c'), 

la substitution 

b 

suffît pour obtenir la forme bicarrée. 

Si l'on n'est pas dans ce cas particulier, on pose 

a r -+- 3 
x= -^ , 

et l'on détermine les constantes a et P, de manière à annuler le 
coefficient de y dans chacun des trinômes. Le premier devient, 
après multiplication par (y + i)^, 

«(«r -^ P)'^- ^(«r -^ P) (7 + -1- c(r -h ()s 

et la condition qui le concerne s'écrit 

2aap -h6(P-Ha)-h2c= o. 

Le second trinôme donne de même 

2«'ap -h b\^ -f- a) -i- 2c'= o, 

et ces deux équations détermineront les constantes de la substitu- 
tion; a, p se présentent comme racines de l'équation du second 

degré 

{ab'— ba')!^— o.iac' — ca')\ -+■ bc' — cb' = o. 

On peut toujours s'arranger de manière que ces racines soient 
réelles; car le discriminant de cette équation, changé de signe, 



{ac — ca'Y - {ab'— ba') (bc'— cb') 

est le résultant des deux trinômes ax^ -\- bx -\- c, a^x'^ -' " " 
et l'on sait qu'il est toujours positif à moins q^ 
deux trinômes ne soient réelles et enchevêtréei 






^ 



éviter en choisissant convenablement les racinf. , , , ^^tT 

r\ j 1 j 1 . ^1^ a calculer jlm 

nome. yJn sera donc ramené, par des substitut] ''[^ 

expression sous le radical de la forme 

(Mj^2-4-N)(M>2-+-N'), 
c'est-à-dire à un poljnome bicarré. 
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Troisième méthode. — L'Inconvénient des méthodes précé- 
dentes est de supposer effectuée la résolution de l'équation X = o. 
Bien que, la plupart du temps, cette circonstance se présente, il 
peut être utile d'indiquer une méthode qui n'exige pas la résolu- 
tion de l'équation du quatrième degré. 

Nous nous appuierons sur l'identité suivante, que nous nous 
bornerons à vérifier 

( ^[p(u~v) — puy, 

La formule d'addition (5^) donne 
I /p'u — p'v\^ 

^\pU — pçJ *^ *^V ^ à i 

=-.p(u-hv) — pi>-{-pu — pv. 

D'autre part, en remplaçant successivement 2p'V par 1 2 j3^ ç^ — ^2 
et p''^ par 4p^ — g2P — 5^3? le second terme de l'identité (b) i)eut 
s'écrire 

— p'^u -+- 9.T)'up'{f — p'îp -^- W^n — p''r 



pu — pv 
(p'u — p'vY _ i^(p^n~p^v)—^2(pu—pv) 



— I2p2p-f-^2 



pu — pv pu — pv 

= — 4{pU'—pv)[p(u-i-ç)-^pu-hpv]-^i(p^u-hpupv-{-p^v) — i2p^v 
^ — ^(pu — pv)p(U'h v) — ^pv(pu — pv), 
= — i{pu^pv)[p{U'^v)—pv], 



Iil|p4)|^:^ là identité à vérifier devient ainsi 






[p{u-hv) — pç-{-pu~pvY^/i(pu — pv)[p{u-^ç) — pç] 

■ 

ftï'iinmjwis cette forme elle est évidente. 
*^/>%/^la posé, soit 



^^l 



•^ 1 pu — pv ' 
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ridentité (b) peut s'écrire 

[ p{u-^v) — pu = \/Y, 

en posant 

Y =7*— 6y^ pv ^ iy p' V -h gp^v — ip'v. 

On saura donc, par les égalités (c) et (rf), ramener aux fonctions 
elliptiques toute intégrale de la forme 



fR(r,s/Y)djr. ■ 



Considérons maintenant l'intégrale 



jK{z,s/Z)dz, 



où Z est un polynôme du quatrième degré. C'est un problème 
élémentaire que de poser z = (ly -f- j3 et de déterminer a et P, de 
manière que le nouveau poljnome en y ait pour premier coeffi- 
cient l'unité et soit privé de second terme. Supposons donc fait 
ce calcul et l'intégrale sous la forme 



jK{y,s/\)dy 



avec 

Y =7*4- eaîj^^-t- 4^3^ 4- ai,. 

Tout le problème revient à identifier ce poljnome avec le précé- 
dent polynôme Y, et la réussite ne fera pas de doute lorsque l'on 
réfléchira que nous aurons trois équations d'identification et trois 
inconnues, savoir ^2? gz'i qui déterminent la fonction pw, et 
l'argument particulier v. Voici le calcul : 

az = p'v, 

On en déduit immédiatement 

(e) ^2 = «4H-3a|, 
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et en portant p(^ et p' v dans l'équation 

aj = — 4a|-+-(ai-f-3a|)a,— ^s, 
(/) gz= aia,, - al— a\ (i). 

La fonction pu étant ainsi construite, l'argument p sera donné 
par l'égalité 

ig) pp = — a,, 

et l'équation, concordant avec la précédente, 

(h) p'v=zaz 

servira à fixer le signe de v. 

Remarque. — Toutes les intégrales que nous venons de ren- 
contrer sont celles qu'on appelle elliptiques, c'est-à-dire qu'elles 
ne portent que sur des quantités rationnelles et sur des radicaux 
où sont enfermés des polynômes du troisième ou du quatrième 
degré. On voit que les intégrales elliptiques s'intègrent toujours 
par les fonctions elliptiques. D'autres problèmes se ramènent aux 
mêmes fonctions; sans entrer dans le détail, je me bornerai à 
énoncer ce théorème : 

On peut exprimer par les Jonctions elliptiques toute inté- 
grale de la forme f ^{u^ v)du, <R(w, (;) étant une fonction 

rationnelle en u et en v, lorsque v est reliée à u par une rela- 
tion de genre un, c'est-à-dire lorsque la courbe f(u, v) = o a 
son maximum de points doubles sauf un. 



(') Les valeurs trouvées pour g^ et g^ sont, à un facteur près, les invariants 
du polynôme du quatrième degré Y; si l'on appelle ces invariants S et T, 

S = a^a^ — 4^51^3 H- 3aJ, 

T = «00204 4- aûjûjOg — a\ — ala^ — ûfîûf4j 

les valeurs de g2 et g^ en fonction des coefficients de Z seront 



^'- 'ai' ^'= 5; 



L. L. 
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Application : nouvelle démonstration de la relation entre 

puetsnu. — Partons de l'intégrale 



(0 



_ r' dx r"^^ 

~Jo' v/(i — a?î)(i--A:«a:2) "Jq \/X 



qui définit la fonction x = snu^ et appliquons les règles précé- 
dentes pour introduire la fonctionna, c'est-à-dire pour remplacer 
le radical précédent par un radical du troisième degré. Pour cela, 
posons, X étant une constante positive, en même temps que la 
nouvelle variable ^, 

X 

t' 



(/) x*=- 



d'où 



Posons alors 







"=/■ 


)/îdl 


i\/(t — l)(t — lk^)t 


t 


3 ' 


e\ 


■>4 + A:« 
^ 3 ' 


^3 


"^ 3 ' 


/?«! 





on déduit de là 



3 '^^ ^' 

Z = i{z — ei)(z — e2)(z — e^); 



(0 i ^,j_ g3— g2 



61—62 



et 



Il suffit de poser 



(/X 



-5=?! -7=; ^1, ^î, «3j 



pour avoir retrouvé toutes les formules du Chapitre précédent : 
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(46'), (62) et (63). En effet, en tirant z de (k) et utilisant (7), 



on a 



U Cl — Cj 



l 



Remarque. — Nous avons posé ;r*= - et non -> parce que la 

fonction pu dépend de deux constantes arbitraires, tandis que 
Téquation (/) n'en contenait qu'une ; la quantité X ainsi introduite 
s'appelle le multiplicateur des fonctions elliptiques. 

Des diverses espèces d'intégrales elliptiques. — On dé- 
montre dans les Cours d'Analyse que toutes les intégrales ellip- 
tiques peuvent s'exprimer au moyen de trois seulement, X étant 
un polynôme du quatrième degré. 



J v/x 

/ 



x^ dx 



dx 



qu'on appelle intégrale elliptique de première espèce, 



qu'on appelle intégrale elliptique de deuxième espèce, 



/dx 
— qu'on appelle intégrale elliptique de troisième espèce, 
(x — a) v/X 

Cette classification a beaucoup perdu de son intérêt, d'après ce 
qui précède, puisque nous savons toujours introduire la fonction 
pu et par suite ramener à des quadratures portant sur des fonc- 
tions elliptiques; elle nous sera cependant commode comme lan- 
gage, et nous la conserverons. 

Des intégrales complètes de Legendre. — Nous avons déjà 
rencontré (68) une des intégrales que Legendre a appelées inté- 
grales complètes, et nous avons pu prévoir son importance, 
puisqu'elle est le quart d'une des périodes de sn w: c'est V intégrale 
complète de première espèce 



8) K^f-=M=. 

Jo \/(i-x^-)(i- 

Legendre pose 



X = sincp, 
k = sinô, 
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et la formule précédente devient 



1Z 

7 



Jr do 
f • 

v^i — sin*0 sin^cp 

En même temps que l'intégrale complète précédente, nous avons 
rencontré l'intégrale complète relative au module complémen- 
taire k^ 

(71) K'= r -^ = r—=£^==. 

On sait que 4K. et 21K' sont les périodes de snw. Legendre a 
construit des Tables de l'intégrale complète de première espèce 
pour toutes les valeurs de 8 de degré en degré. 

Les intégrales complètes de seconde espèce sont définies par 
les formules 



ir 



(72) 



2 


do 

t 


i/T 






=/■ 


dx yi - 


y^î-rî 




-A:«! 


sin^cp 


n. %A/ 


1t 


>/'- 


-x'^ 


>2 


dx v/i- 


l-'2^2 




— k't 


sin*eû 


Ix JU 



t/o «/o V I — 37^ 



Legendre a également construit les Tables de ces fonctions. 
Nous donnons un abrégé de ces deux Tables à la fin du Volume. 

Nous verrons dans le Chapitre suivant comment ces nouvelles 
quantités se rattachent à yjj et à 712 et comment il en résulte une 
importante relation entre K, K', E, E'. Je me bornerai à donner 
ici cette relation, en laissant la démonstration directe comme 
exercice au lecteur, 

(73) KE'-hK'E — KK'=-. 



Exercices sur le Chapitre V, ' 
1. Démontrer directement la formule (78) 



KE-f-K'E--KK'= -. 

2 
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Il suffit de montrer que la dérivée du premier membre par rapport à k 
est nulle et d'examiner un cas particulier (Legendre, Exercices de Calcul 
intégral, t. I, p. 6i). 

2. Démontrer que, si A: -4- A' = i , 

Jo Jo \/i — k sin'ç /i — A' sincp* ^ 

En déduire la formule (73). 

3. Démontrer que 

/ 



-5 -4- 3 /?? , . i/z^— (z -+■ m)» 

dz = arc sin 



r2 



L'intégrale est donc pseudo-elliptique. (Greenhill, p. 347.) 



4. Démontrer que 

n 



X — z , . \/z 

dz = arc sin 



2 (x-^z)^/iz{z-i-x)^—z^ 'l{Z-^-X) 

(Greenhill, p. 355.) 



5. Intégrer — , — -— , -— - 
pu p^u p^u 



6. Démontrer que 
du 



f^r;^^= l^sTi-i-^Lplu-lo.,) -±sri^vciangp'(u-lo>,), 



en supposant ^2= o, ^3= i. 
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CHAPITRE VI. 



PREMIÈRE MÉTHODE DE CALCUL : USAGE DES TABLES.— CALCUL DES 
PÉRIODES (o„ 0)2 ET DES INTÉGRALES COMPLÈTES 7i„ tij : 1» CAS DU 
DISCRIMINANT POSITIF; 2° CAS DU DISCRIMINANT NÉGATIF. CALCUL 
DE snw, en M, dnw, pu, ^u. PROBLÈMES INVERSES [FORMULES (75) 
A (83 bis)]. 



Ainsi que nous l'avons vu dans le Chapitre précédent, les fonc- 
tions elliptiques s'introduisent dans l'intégration d'expressions 
qui, outre des fonctions rationnelles, contiennent des radicaux 
portant sur des polynômes du troisième et du quatrième degré; 
nous avons vu de plus que tout se ramène, en dernière analyse, ù 
des radicaux où le polynôme est du troisième degré et de la forme 
4^^ — g2^ — §"3* On est amené alors à poser z = pu et les ques- 
tions sont ramenées à étudier des fonctions pu^ ^u ou cw; pour 
cela, il importe avant tout de savoir, connaissant g2 et ^3, calculer 
les périodes réelles (o< et (O2 ainsi que r\i ou 712. C'est à ce calcul 
que nous consacrerons la première partie du Chapitre. 

Discriminant A positif; g\ — '^7 g\> o- 

Calcul de coi et Wg. — Les valeurs de (04 et de (02 résultent 
immédiatement des formules des deux Chapitres précédents; ré- 
sumons-les. Si ^4, 62, ^3 sont les trois racines, supposées réelles, 

du polynôme 

^z^ — g^z —gz (e, > e3> 62), 

nous avons posé 



(62) 


sin«e - A-î - *' ^S cos'îO - k'^ - *' "' ,. 
ei — Ci e\ — «2 


(46') 


\ =. ex — ^2, 

7t -1Z 


(70) 


K-f' '^'f . K'-r' '^'^ 


Jq V^i— sin^ô sin2ç J^ /i — cos^ô siii*cp 
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et les valeurs des périodes découlent des formules (48) ou (48') 

K iK' 

Le lecteur trouvera à la fin du Volume (Table I) les valeurs 
de K avec cinq décimales pour toutes les valeurs de 8, de degré en 
degré. 

Calcul de yîi et de rii. — Je partirai de la formule suivante, dans 
laquelle figure en apparence un élément W2 imaginaiie, mais dans 
laquelle au fond la variable u et la fonction sont également réelles 
[voir variation de pw {J^g' 3)]. L'intégrale prise entre des limites 
réelles est donc parfaitement déterminée 

f p(u -r- (iii) du. 



Cette égalité se démontre aisément; car 

= — Ç(U)i-HU)2)-i- Ç(Wî) 

= ÇW3-+-ÇW2=T)j-h7)2=: — 7),. 

La relation (Sg), déjà si souvent employée, nous amène à 
écrire, "k et k conservant leur signification ordinaire, 

p(a-f- W2) = «2+ ^^ 1±-\-^ tl = e%-\- 



y 

pu — €2 " -S — et 



et la variable z = pu décroîtra de 00 à e^, lorsque u croîtra de o à 
(t>4 : p' li sera négative et l'on aura 



dz = p' u du = ~ 2. ^\^z — ei){z — e^) (js -- e^) du. ' , . 
Par suite, en se reportant à la formule (a), 



/ ^e 



r' [ À2A-2 \ 



X2^2 \ dz 



1 r^' d^ ^0 70 r^' dz 

fr),= / 62-— -f-X2A:2 / -. 
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La première intégrale est donnée par la formule (66); elle a 
pour valeur — w, ej. Il s'agil d'exprimer la seconde; pour cela, 
nous allons introduire la fonction complète de deuxième espèce 
de Legendre, c'est-à-dire, au fond, revenir aux fonctions ellip- 
tiques de Jacobi. La transformation indiquée est donc, comme 
dans la formule {63 bis), 



à 1 lorsque z décroîtra de oo à e, . Voici le calcul : 









-.,) = ! 


x^ 


e second terme de ni devient 


doDC 








Aff' 


x'(ir 






J, Vii- 


- ■>■)>!- 


*■!•) 


peut s 


;'écrire 












A(B-K>. 



T -n«ilc\6;; va n ,1»:^ permettre de ratlacher 

lajt paar u. fi * , Integrons-U par rapport 
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à u; elle devient 

(76) (Ç";^«,^3) = v/ils("v/?;g.p); 

la constante d'intégration est nulle parce que les deux membres 
pour u infiniment petit ont comme valeur principale -• Dans 
l'équation précédente faisons [jl = — i ; elle devient 

Par l'addition de 20)2, le premier membre se trouve augmenté 
de 27^2*, il en est donc de même du second; ui est augmenté de 
2CO2/, et l'on a 

Ç(at-+-2w,t; ^,, — ^3) = Ç('"*;^2, —^3)+ — ?- 
OU, en revenant aux notations de la page 60, 

Mais, 2(^2 étant la période réelle de p{^', g2j — gs)'» <^^ ^ aussi 

ç((> — 2^2; ^2, ~ffi) = ^{^; gi, —gz) — iT,, 

2 7j jouant, vis-à-vis de cette fonction Ç((^; g^y — ^3), le rôle de 
aTj^ vis-à-vis de ^{u\ ^2? ^3)- Donc 

27)2 

— i- — — 27] 

i 
ou 

7)2 =—-7) t. 

Mais nous venons d'apprendre à calculer t; ; on a, toujours en 
conservant les notations de la page 60, 

et enfin 

(77) 7,.= -,V«.-e.(E'+^^). 
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Cette formule, jointe à la formule (yS), permettra de calculer 
les deux constantes tii, 712. La Table I, que nous avons mise à la 
fin du Volume, donne les valeurs de l'intégrale de deuxième 
espèce E pour toutes les valeurs de Tangle 8 de degré en degré. 

Corollaire, — Portons les valeurs qui viennent d'être obtenues 
pour iùxy ci)2, 71^, 7j2 dans l'équation (25); elle devient 

, /ei — gj E ^ -|_iy/ei — 62 E'h = — 



ou 



K'E-f-KE'— KK'= -. 

•2 



C'est la formule que nous avions annoncée sous le numéro (73). 

Cas du discriminant négatif; i^g\ — 27^3 <[ o). 

Calcul des périodes coi, 0)2. — Supposons maintenant que les 
racines de Z ne soient pas réelles toutes les trois et rappelons que 
nous avons alors désigné par e^ la racine réelle. 

La transformation indiquée dans le cas du discriminant positif 
ne peut servir ici et il faut procéder autrement. 

Rappelons les formules (66) et (66') 



(66) 



_ /•* dz_ — C* — 

W2 _ r* dy C* dy ^ 



(66') ^=f -, — - "^ =r^ 

et soit 

(d) Z = 4(^ - e,)[(z - m)2-+- /i2] = 4(^ - ei)(z - ei)(z - e^) = cp(z); 
d'où 

A 

(e) m=-'-eu n^-=-f^-^' 

2 4^1 4 



Posons 



9« 



2 



et faisons, dans la première intégrale, 
(g) ^ = ei-i-Hlang2 2; 



PREMIÈRE MÉTHODE DE CALCUL : USAGE DES TABLES. 9I 

d'où 

dz = 11 tang ï ^ 



û?9 
0)1 = ' ^ 




(h) ti),= 



=/ 



2 4 / H M -h lan g* ? j — 2 ( /7i — ei ) lang* 2 



2 v^ /i — k\ sin' cp 
avec 

Il résulte de la valeur de H que A"J est toujours positif et plus 
petit que l'unité; l'intégrale 

(y) K,= f'—=Û= 

Jo VI — A1sm«cp 
est donc bien déterminée, et l'on a 

(78) 0), = -^. 

Pour calculer -:^^ je remarque que 

^ = i(y -^ et)iy -{- e2)(y -h e^) = 4(y ^ ei)[{y -h m)^-h n^l 

m et n ayant les mêmes significations que plus haut. Je poserai 
alors 

j^= — ei-i-Hlang2;*-; 

d'où 

ïp rfcp 



dy = 11 tang 




2 

d^ 



Îi/H ( I -H tang* 2 j -+- 2(/7i — ^1 ) tangî j. 
c?çp 



2^H v/i — Xr'i^ sin^o 



92 



CHAPITRE TI. 



avec 



(A) 



^?= 



H — m -4- a 

2H 



3 Cl 
'2 ' 4H 



==i-kl 



Donc enfin 
(78^^15) 
en posant 

(0 



0)2= -J=è-> 

V/H 



rz 



"'■'/.' 77=- 



d^ 



k\^ sin*cD 
1 i 



Remarque importante. — Il résulte, soit de ce qui précède, 
soit de la variation de pw (J^g^- i et 5), que 



(79) 



pU)l=pW2= Cl, 



et cette constatation suffit à montrer que 2(i)| et 2102 ne consti- 
tuent pas ici un couple de périodes primitives. Une vérification va 
le prouver de nouveau. 

Nous avons vu [équat. (09)] que 



P(m-+-(i>i) - ei = 



(g2— gl)(g3— gl) 

pu — ex 



on a aussi, puisque p (1)2= ^4, , 

_ e, = (^2— ^l | )(^3— gl) . 

pu — ex ' 

donc 

p(M-ha)2)=p(M-4-Wi). 



p{u -\- txii) — ex 



Soit fait dans cette équation d'abord) m = v' -4- ci)2, d'où 

p{v-¥ 20)2) = pp = p(r/-i- wi-+- 102), 

puis, u=:. v — ci>2, d'où 

pp = p(p + a)i-l-w,); 

on voit que (i)< H- 102 et to^ — 0)2 sonit deux périodes imaginaires 
conjuguées; et par suite, la fonctîlon pa, constituée ici avec 
les périodes 20)1 et 20)2, admet mon seulement les périodes 
im^ (1)4 4- 2/W2W2, mais encore (2m3 -i-i)(0| + (2/W2+ i)(02. 
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Nous allons vérifier que 

P — =«3 et p = e„ 

en nous appuyant sur les formules de l'exercice 10 du Chapitre IV. 
La formule d'addition de pu donne 



^\ 2 / 4 



l I ^ '1 ^ 7. \ Wi Wt 
I — P P 



4L -^ip'^g') J ' 

= (/> — iqY—iex = ip-i- îqY—^ipq — 2e, 
= ^1 — 63 — 2 ei — 4 ijD^ ; 

or, l'égalité qui définit/? et q donne, par l'élévation au carré, 

ex — 63 = Cl — m -^ ni =p^ — ^* -+- 2 ipq ; 
d'où 

et, pour la quantité conjuguée, 

Cl — Cj= Cl — m — ni = e\ — m — 2 ipq^ 

En retranchant, on trouve 



Donc enfin 



et—ez—\ipq 



(i>, + (1)2 
(m) p = ei — ^3 — 261-1-63 — 62 = — ei — 62 = ^3. 



Le changement de i en — i donne immédiatement 

Wi — 0)2 

(n) p = 62. 



Nous poserons par la suite 

( , 0)1-4-0)9 

) i 



Deuxième remarque. — Dans le calcul qui vient d'être fait 
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pour obtenir (Oj, on aurait pu ne mettre la limite inférieure e^ 
dans l'intégrale qu'à la fin; à la place de (66), on aurait eu 



"=/' 



dz 

ou z = pu; 



sit 



à la place de l'équation (A), 



w= == / - -- ^ ou TT — 9 = sn2a/H. 

2v/HJç /i — ^îsin«cp 

La formule (^) devient alors 

._ i-i-cn2w v^H 
(80) p«* = ei-hH — . 

I — cn2w /H 

Calcul de Yîi et de yî2. — On vient de voir que les véritables 
périodes principales, dans le cas du discriminant négatif, sont, 
non pas w^ et (O2, mais les quantités que nous avons appelées co' et 
co". Appelons r^ et t{' les accroissements correspondants de t^w, 
c'est-à-dire que 

( Ç(M-4-2a)') = Ça-t-27)', 
^ ( Ç(w-t-2a)")= ÇW^-2Y1^ 

Ces deux nouvelles constantes sont évidemment imaginaires con- 
juguées, et l'on aura 

Y|4 étant réelle et 7^2 purement imaginaire. Ces deux formules sont 
les analogues des formules (o). 

La formule qui peut servir de définition à pw == ^, 

a besoin d'être expliquée, û pu est imaginaire. Sans examiner le 
cas général, je considérerai l'intégrale 

_ r^^zdz __ r^\ z_dz 

Je, W"" Je, '^\/{^-e,)[{z-my^n^] 
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analogue à celle qui a donné r\i dans le cas du discriminant po- 
sitif. Les limites de z étant 

ei= m -r- nif 

e^= m — niy /i > o, 

d'où 

e, — — 2m; 

il suffira de poser 

z — m — it 



et de faire varier ^ de — /là + /i. Le coefficient différentiel ^ 

pouvant être mis sous la forme rfA -h /rfB (A et B réels), l'inté- 
grale à calculer se trouve ramenée à la somme de deux intégrales 



Çdk et Ç<m, 



où la variable t est réelle. Elle est donc bien définie, au moins 
dans les mêmes conditions que toute intégrale réelle, c'est-à-dire 
si le coefficient différentiel ne devient pas infini dans les limites 
de l'intégration. Maintenant, quelle sera la quantité calculée? On 

a vu que pu=^ z prend la valeur ^3 si w = — = o)', et la va- 
leur ^2 si u = (ù"; en même temps, ^u prend les valeurs V ^t 7\" ; 
le résultat sera donc 

et nous pourrons poser 






z dz r^^ (m — it) idt 



9. ^{3 m — it) {t -h n){n — t) 



Il s'agit dans l'intégrale de séparer les parties réelles et les 
parties imaginaires; pour cela, transformons d'abord la quantité 
imaginaire qui provient du dénominateur, en posant 



- = a-i- pt; 



V^3 m — it 
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d'où 



3 m 

3 /?i -+- it 

a2— p 



a2_p2-u2ap«, 



2 



3 m 



a2-f-p2 = 



9m2-f- ^2 
9m2-+-^2 



y 



Le radical est pris naturellement avec le signe +. 



3m-h\/qni^-h t* 

2a2= ^-^ 

9m2-i-f2 



Avant d'extraire les racines carrées, je ferai observer que le 
signe de a est arbitraire; je prendrai le signe plus; mais le signe 
de P est déterminé par la deuxième égalité (r) : c'est celui de t; 
ce que j'indiquerai par la notation e^. Nous aurons ainsi 



a = 



I V^3 m -f- v/9m2-i- t^ 
y/ '2 /9m2-4-f2 

Q I \/\/c)m^-i- t^ — 3m 
p = tt-j= / ~ 

Cela posé, le produit (/n — it)i{^ -[- ^i) ayant pour valeur 

Oit — ^m-\- i{am-\-^t)y 
on aura, en posant 

Tj2= A -h iB, 
= / — ,- , -, \_t V^3mH-/9m2!'4-^2~m£^v//9m2 4-^2_3;yi] 



= / ,- . , - [mv/Sm-t-v/gm^-H^^-Ke/ y/^g^^-t- f* — 3m]. 
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Si l'on écrit 






les coefficients difierentiels, qui figurent dans chaque intégrale, 
passent évidemment par la même série de valeurs, en valeur 
absolue; mais, à cause des facteurs t, — e^, les deux intégrales 
sont de signes contraires, et A est nulle, ce que nous avions 
prévu; au contraire, dans B, les deux intégrales partielles s'ajou- 
tent, et l'on peut écrire 

Je poserai 

v/9mMr^=7; 

d'où 

tdt =ydy, 

et je rappellerai que, suivant une notation précédente [for- 
mule (/)], 

S^ç^m'^^ II' = H. 

Il vient, en supposant m positif, 






yJ-i>J{y-'àni){\i^ — y^) 



Soit maintenant, pour avoir un dénominateur de la forme type 



v/4-^ — ^2-5 — ^3, 

y = -p-\-m, 
la valeur définitive de B sera 



(5) B= + ^r "_ (p-^'n)dp 



\/iP-'Pi)ip—Pî){P—P3) 

en posant 

pi= m -T- H 

Pi— — iîn ) Pi>P2>Pz- 
p^ = m — II 
L. L. 
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Il existe donc une fonction p^iU définie par l'égalité 



-i 



00 



dp 



WiP — P\){P —Pi)iP —Ps) 



Soient 2Ùt et 2Û2 ses périodes réelle et purement imaginaire , 
je poserai, dans la formule (s), 

/? = Pa( w — ûi — Û2 ) = pa( w -+- Û3), 

et il faudra donner à u les valeurs zéro et Q| pour que p prenne 
les valeurs correspondantes /?2 et/?3 ; on aura donc, les intégrations 
se faisant sur des quantités réelles, comme à la page 87, 

B =: — v/2 / [poLiu-hQs) — m] du 
- v/2[Ça(Û3)H-Ça(Û2)-/nÛ,] 

ou enfin 

les indices a rappellent que les constantes se rapportent à la fonc- 
tion pa^î ou encore aux fonctions elliptiques de module k^ 

.2 P^ — Pz I . 3^1 



fi.(x — — h 



Pi—Ps 2 4 H 

Ce module est précisément celui rencontré dans le calcul des pé- 
riodes, formule (A*); donc 

Le module complémentaire k^ =1 — k'^ sera 

les intégrales complètes correspondantes seront K'^ et K| ; enfin 
les intégrales complètes de seconde espèce seront 



7C 
2 



Ea=E',= r é/cpv/i-A:'«sin2(p 



^, 2 

Ea = 



Jx = El = / d^ y/i — k^ sin^o 
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Or, on a trouvé, dans le cas du discriminant positif (48) et (75), 
que 

iii = . - - = . — = — ^» 

La formule (t) devient donc 

(81) î12=//h{k;-2E'i). 

Une méthode analogue à celle employée dans le cas du discri- 
minant positif permet de rattacher la constante réelle 7)|, qui nous 
reste à obtenir, à la quantité purement imaginaire r^' d'une fonc- 
tion Ç(w; ^2) — 5^3 )» p2ir I21 formule 

r/ est donnée par la formule (81) dans laquelle il faut seulement 
mettre le module complémentaire, ce qui revient à remplacer K| 
par K|, E^ par E|, et l'on a finalement 

(82) Tj, = (Ki-2Ei)v/H. 

Corollaire, — Du rapprochement des équations (78), (78 bis)y 
(81), (82) et (73), il résulte que 

Cette égalité, non concordante avec Tidenlité (aS), nous montre 
une fois de plus que (0|, 0)2 ne sont pas les périodes qu'il faudrait 
employer pour constituer les fonctions Q destinées à reproduire 
nos fonctions actuelles pu ei^u. 

Au contraire, l'égalité 



'1 



qui proviendrait de la constitution d'une fonction 9 aux périodes 
0)' et co", conduit immédiatement à l'équation ( w), en se reportant 
aux formules (0) et (^r). 



^^\V2. 
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PRINCIPAUX PROBLÈMES. 

Il résulte de ce qui précède que nous saurons toujours, en nous 
reportant à la Table I, calculer les périodes w,, 0)2 et les intégrales 
Tii, T|2 correspondantes. Dans ce qui suit, nous allons passer en 
revue quelques-uns des principaux problèmes qui se présenteront 
dans la prati(jue. 

Problème ]. — Connaissant u et A', calculer snu^ cnw, dnw, 
pu, p' u et ^u, 

1° Calcul de sn u. — La Table H donne la réponse immédiate ; 
nous savons qu'on pose 

X: = sinO, snM = sino; 

soit u = Uq la valeur donnée ; la Table fait connaître l'amplitude »« 
correspondante, et les Tables de logarithmes ordinaires donnent 
sincpo(=: snw). 

Soit, par exemple, k = -1 Uo= o,4755i ; comme 6 = 3o^, on 

trouve, en descendant la colonne qui commence par 3o°, le 
nombre u^ donné; d'où 

log sinço = 1,6570468, 
snw = sin(po= 0,45399. 

2'^ Calcul de cnu, — La formule 

sn2 u -h cn2 u = i 

permet de ramener le calcul de en w à celui de snu] on aura 

cnu=zt^{i — snM)(n-snM). 

" 3° Calcul de dn u. — On utilisera la formule 

dn2MH-X2sn2M = I 
ou 

dnw =dz/(i — A:snM)(n- A snw). 
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4^ Calcul de pu. — La formule (63 bis) donne la solution 
dans le cas du discriminant positif 

pu = 62-^ ' , ^ — . (ei>es> Ci). 

Si A est négatif, c'est la formule (80) qui doit être employée 

I -i- cn{'JiU /ïî) 



pu = Cl -^11 



( 



I 



cn{iu y/îî) 



H = v^9m*H- /i*, Ci — m -+- ni^ e^ — ni — ni^ k^= — -—^ 

'). 4 " 



5° Calcul de p' u. — L'équation différentielle donne, dans le 
cas du discriminant positif, 



p'u = 2)/{pu — ei){pu — e2)(pu — e3) 

et, si A <C o, 

p'u = i\/(pu — ei)[{pu — m)i-h n-i], 

6° Calcul de ^u. — Ici, quelques explications préliminaires 
sont nécessaires. Legendre a donné des Tables où se trouvent 
inscrites les valeurs de l'intégrale elliptique de seconde espèce, 
qu'il a prise pour type et qui est désignée par la notation E(cp,/:), 
ou simplement E(<p) lorsqu'on n'a pas besoin de spécifier le mo- 
dule k : 

(u) E(ç)=r û?cpv/i — A*sin2^. 

Nous donnons, à la fin du Volume, un abrégé de ces Tables 
pour toutes les valeurs de '^, de degré en degré, et pour les valeurs 
de 9, de cinq degrés en cinq degrés. Il s'agit maintenant d'y ratta- 
cher ^u. 

Si le discriminant est positif, la transformation utilisée pour 
relier sn u et pu sert encore ici ; on pose 

(p) sincp = sn(w /à), X = ei — «2; 

d'où 

cosç d^ = ^cn{u y/X) dn (a v^X) du^ 

f ân'^{u\/l)du = ^l / (i--/c2sn2a/A)(/«, 

«^0 
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* OU, en lenant cpmpte de l'équation (63 bis), 

E(<p) = «v/):-aVx/"'-^^- 

Or (59) 

et — ^2 _ p(u -f- wj) — ez 

pu— e^ ~ 6^—62 ' 

donc 

E(cp)=w/X / [p{u-\-(Mi) — e2]du 

^3 — ^2 Jq 

^'e, \ . ,^, /X 



V «3—62/ 63—62'^^ 



OU 



(83) v^E(ç) = eiM-l- Ç(ti + W2) — 'r^2- 

La formule (4o) permet de faire disparaître toute trace d'imagi- 



naires en remplaçant les deux derniers termes par ^u-\ > 



r p u 
A rcuipicK^fiut les ucuA. ucriiiurs icriiics» par ^u-f 

et l'on a 

I p' u 



(83 bis) y/X E((p) = eiU-{-lu-h 



2 pa — 62' 



d'où la règle suivante : Étant donné w, o/i calcule a y/A? /?wi5, à 
l^aide de la Table II, cp, comme cela a été indiqué «i**; la 
Table III donne alors E(<p) et, dans la formule précédente, 
tout est connu sauf X^u qui est ainsi déterminée. 

Si le discriminant est négatif, nous partirons de la for- 
mule (80), comme 4**? 

,_ 1-4- en (iu\f^) 

P" = ^i + H { ^' 

1 — cn\iu vHj 

et nous y remplacerons d'abord u par f^ + (0|, 

I -h en ( 2 M y/ïl -4- 2 K, ) 



p(M-h Wi) = CiH- H 



I — en ( 2 a \/H -h 2 Ki ) 

F -— en (2m/ÏÎ) 



1 -t- en(2a /HJ 
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puîs nous intégrerons à partir de zéro 



— ^<i = - / P(w 



Ç(w -+-(0i) — r^i = — / p(u -h oii) du 



— «1 M — Il I 



".-cn(2«»/H)^„_ 



en (a M /h) 



Cette formule suppose essentiellement u compris entre — (0| et 
-j- (Oi, pour que les intégrales soient bien définies; mais, comme 
C(wH-2(0|) = Çm + 27Ji, on peut toujours ramener u à être dans 
cet intervalle. 

Pour transformer la dernière intégrale, je m'appuierai sur la 
formule facile à vérifier (voir les Exercices à la fin du Chapitre) 

\—cn(iu\/n) __ sn^(it\/n)dn^{u\/ÏÏ) 
1 4- cn(2W /îî) cn^{u v/ïï) 

Considérons maintenant une fonction po^u définie par les racines 

- — -7- =/?3 = -n — — ^ {Pi>Pi>pz)\ 

PolU est reliée à sn(wy/H) par la formule (63 bis)^ 

H 



sn 



My/H 



d'où 

Pa"— /?3 

Pt-U—Pz 
L'expression à intégrer devient ainsi 

H(paM— /?3) n{px — pt) , H(/?3— /?2) 



{PaiU — pz){pa.u—px) (pi--ps){poLU—pi) (/?3 — i?i) (Pa" — /^a) 

= jj [Pa(« -H ûi) -hpa(M -h Û2) +/?2]. 
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L*inlégration de la formule (j:) est maintenant immédiate, et l'on a 

Ç(u-f-a)i) — 7)1 = — ei?i-4-Ça(w-i-ûi)-4-^a(w-HÛ2) — T^ai — T^aJ + Z^î". 

Or, la formule (4o) donne, en y remplaçant u par u + ûo et p par 



2 PoLf^—pt* 

d'autre part 

Ça(ûi— iiî) = Ça(ûi + Û2) — •2r^a2 = — -^as— ar^aî 

et, à cause de (83), 

Donc enfin, en remplaçant pt et /?2 par leurs valeurs et ajoutant 
les quatre égalités précédentes membre à membre, 



Pa«* 



(84) Ç(i,-4-a)0-r),=-i^H + 2v/HE(cp,A'0+- , „ , 

avec 

sincp = sn(w, Aj). 

Telle est l'équation qui remplacera (8.3) et permettra de calculer 
!^w dans le cas du discriminant négatif. 

Problème II. — Connaissant une fonction elliptique, cal- 
culer l^argument. 

1° On donne snw/ calculer u. — La même Table II, déjà 
employée, fournira une solution. Si a est la valeur donnée de u 
et l'angle modulaire, l'égalité sincp = a fera connaître un angle c 
et u se lira au croisement de la ligne et de la colonne qui com- 
mencent par les valeurs données cp et 9. Soit Uq le nombre ainsi lu ; 

on aura 

sn w = sn Wo ; 

d'où 

M = Wq -h 4 771 K -f- 2 /n' i K' 

et, en utilisant la première formule (49)? dans laquelle on posera 
u — — uq^ 
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2° On donne cnw, dnw. — Par suite, on connaît snw et u^ sauf 
un choix de valeurs facile à faire et analogue à celui qu'on fait 
dans la Trigonométrie élémentaire pour les problèmes analogues. 

3^ On donne pu. — Soit pu = a et A > o. La formule (63) 
donne alors 

sn\u^ei— 62) = -' 



On connaît donc snu\/et — Co, et la Table donnera une valeur 
pour u yje\ — ^2 , d'où a; soit Uq la valeur ainsi obtenue; on aura 

et par suite 

{y) w =db «0-4- ^'w 1^1 H- 2/712 0)2. 

Cela suppose a > ^i : si a est entre 62 et e^, u est de la forme 
CO2 4- <^ et p i? sera donné par l'équation ( Sg) 

a — ^2 
d'où l'on tirera v. 

Si le* discriminant est négatif, c'est la formule (80) qu'il faudra 
employer 

i-4-cn2Mv^H _a — e^ 
I — en 2 M v/lî " 

a — Cx— H 



cn2M/H = 



a — ei-h H 



On connaît donc en 2 w y/H; par suite, au signe près, sn2Wy/H, 

par suite 2 m ^/ïî et u=^Uq,^ Il faut bien observer ici que les 
périodes réelle (0| et purement imaginaire (O2 n'étant pas primi- 
tives, la série de valeurs répondant à la question sera donnée, non 
par la formule {y) qui vient d'être écrite, mais par la suivante 
[voir la remarque de la page 92) 

{z) a = db Mo-h /niWi -f- /n2W2' 

Bien entendu, il restera toujours une discussion trigonométrique 
provei^ant de ce que c'est pu^ et non sn2« y'iH, qui est donnée. 
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Remarque» — Si a est compris entre e\ et e^ ou inférieur à ^2 
dans le cas du discriminant positif, si a est inférieur à e^ dans le 
cas du discriminant négatif, on remplacera a par — a et Ton aura, 

par les procédés qui viennent d^êlre donnés, u^ — i \^voir 
équat. (67')]. 

4° On donne JJ w. — Il n'est pas possible ici de donner un procédé 
de calcul; on devra donc procéder par approximation, en s'inspi- 
rant du problème particulier à résoudre- et de la variation connue 
de X^u. 

Remarque générale, — Dans certains cas particuliers, les 
formules peuvent se simplifier (voir, par exemple, le cas où ^2 = o, 
p. 129 et i3o). 



Exercices sur le Chapitre VI. 



1. Étudier la variation du rapport -^-^i i* dans le cas du discriminant 
positif; 2° dans le cas du discriminant négatif. 

2. Calculer a>i dans le cas du discriminant négatif par la méthode 
suivante : on posera 

y = ' '- =Yï^ 9 

•^ z — ei ^ z — ex 

y^ étant le minimum de y considéré comme' fonction de z définie par 
l'égalité précédente, et ^2 la valeur de z qui lui correspond. 

Soient de même ^3, z^ les valeurs de j^ et de z correspondant au maxi- 
mum; on aura 

j2= 3ei-f-2H, j^3= 3ei — 2H, 



H = y/(m — ei)2-f /i2, 

^2 = m -H ^^— = Cl -4- H. 
2 

On posera alors 

jK = Pi(m; e'i, e\, e\) — e\ 
avec 

e'j = ei-f-2H, ^2 = 61— 2H, 63 = — 2e,, ei>e'3>e'2, 
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et si l'on appelle ib}\ la période réelle de piU, on verra que 



0)1 = 2(0j = — — --^, 



dans cette formule, l'intégrale complète de Legendrc correspond au mo- 
dule 

Par suite, si K\ est l'intégrale complète relative au module complémen- 
taire k'^ = I — Xrf, et si 2(»)\ désigne la période imaginaire de pi m, on aura 



20)2 



/iî 



et il suffit de comparer avec le texte pour voir que 20)3 = 0)2. 

3. En désignant par A la quantité y^i - Â* sin*o, et en posant 
f ^ = F(X:,cp)::=F, f \d^ = E(k,o) = E, 

démontrer que 

r^f^ - ' Er/' -n^ A-^sinycos? 







^'^c^ =-l(E-A'.F). 



1^^ =^(Ata„g,-E), 

-^ =Alang(p-i-F — E, 

I A'rfç — — A sincp costp H ^ E :r- F, 

«.'0 ■* i i 

XI 2 /t' I A'* 

Aûftpsin'ç = — -Asin<j)cos<f H TTj"" '^ ■*" âTî^' 
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i. Dans le cas du discriminant négatif, démontrer, en se servant de la 
formule d'addition, que p(a)i-4- Wj) est infinie. 

T). Démontrer que 

Il rrrz ■■—--■ ■ ■ ■■ • 

I -4- en 2 M ^11 cn^M^ii 

Jl suffit de faire v — u dans la formule d'addition de en a (p. 68) pour 
avoir cnit/; d'où facilement la formule ci-dessus en utilisant les for- 
mules (53). 



K«-â.«.l 
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APPLICATIONS. 

!•» APPLICATIONS MÉCANIQUES : I. PENDULE SIMPLE. - II. ÉLASTIQUE 
PLANE. - III. MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS UN MILIEU 
OU LA RÉSISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA 
VITESSE. — IV. PENDULE SPHÉRIQUE. 

2» APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES : I. ARC D'ELLIPSE. — II. AIRE DE 
L'ELLIPSOÏDE. 

3« APPLICATION ALGÉBRIQUE : RÉSOLUTION NUMÉRIQUE D'UNE ÉQUA- 
TION DU QUATRIÈME DEGRÉ. 



Nous traiterons, dans ce Chapitre, quelques problèmes em- 
prunlés aux diverses sciences d'application. Le livre de M. Green- 
hill, traduit par M. Griess, nous a été de la plus grande utilité 
dans la rédaction de ce Chapitre. 

APPLICATIONS MÉGANIQUES. 

I. — PENDULE SIMPLE. 

Soient / la longueur du pendule, a l'angle d'écart initial égal à 

ZOA, l'angle d'écart à l'instant t lorsque le mobile a parcouru 
le ^chemin 5, les arcs et les temps étant comptés à partir du 
moment où le pendule est vertical. L'axe des z est vertical et sup- 
posé dirigé de haut en bas : on suppose qu'à l'instant — ï, le 
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pendule a été abandonné à lui-même sans impulsion, à partir 
de OA {fig, 9). 




Le théorème des forces vives donne immédiatement la relation 



= ( -^ j = 2^a/n = 2^/(cos6 



— cosa 



or 



ds = l d^. 



L'équation du pendule est donc 



ou, en posant 



« = \/f' 



1 



(«) 



n dt — 



df) 



â/sin2-— sin2- 

y 2 2 



Le signe + choisi devant le radical correspond à la montée. Soit 



a 



sin - = k, 
2 



6 , . 
sin - = k smcp: 
2 ' 



d'où 



-cos - o?6 r= -i/ I — sin2 - = - y/i — k^ sin*cp = A cos(p û?cp. 



L'équation (a) devient 

ndt r= 



d^ 



(b) 



nt = 



v/i — k'^ sin^cp 



i s/^ 



X:* sin*o 



r 
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Le temps est donc donné par une intégrale elliptique de pre- 
mière espèce dont Legendre a construit les Tables {voir notre 
Table II). 

Remarque. — En fait, ici, les fonctions elliptiques ne sont pas 
encore intervenues et, dans bien des cas, on pourra s'en passer. 
.Mais leur introduction simplifie les calculs et permet de trouver 
des transformations qui, sans cela, seraient demeurées cachées. 

Le temps que le pendule met pour s'élever de l'angle a s'obtient 

en faisant (p = - (8 = a); on a alors l'intégrale complète 



K = /iT= Ç 






y/i — Â:*sin*o 



En faisant l'inversion de la formule (6), elle devient 



ou 

SI 



sincp = %nti/~ 
in - = sin - sn ^ i / ~ = sin - sn u, 

1 1 \ l 2 



D'après les propriétés de snw, lorsque u augmente de 

2R, snw change de signe sans changer de valeur, 8 change 

^ "^de signe sans changer de valeur; le pendule prend donc, 

pour deux valeurs du temps différentes entre elles de 2K4/ — > 

deux positions symétriques par rapport à la verticale. 2Ki/- est 
la durée d'une oscillation simple et, parce que 4K- est la période 

de sna, 4K.I/ — est la période du pendule, c'est-à-dire le temps 

nécessaire pour le faire repasser ati même point avec une vitesse 
dirigée dans le même sens. 

Dans ce qui précède, on a supposé qu'il existait une position 
du pendule où la vitesse peut être nulle (angle d'écart initial); les 
mêmes résultats seraient obtenus en supposant que le mobile est 
écarté de la verticale avec une vitesse initiale (^0 égale à yJiglcoscL. 
Les résultats sont un peu différents si v\ est supérieure à ig,il 



I 



J 






-■■.'• 



l.*l» 
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( 2 / hauteur de chute maximum) ; le pendule tourne alors constam- 
ment dans le même sens. Posons ^1= iga (a> 2/); le théorème 
des forces vives donne 

(C) i;2__ ç^ = 2^(3 — Zo) = 1g{z — /) = 2^/(C0S6 — l), 

t^2 = ^ag {i~-k> sin2 - J 



en posant A* :^ — La forme est analogue à celle du cas précédent; 

nous n'y insisterons pas davantage. 

Soit enfin v>\=^ ^g^'i l'équation (c) devient 



p2— /j^/«_ 4^/sin2- = 4^/cos2 - 



et s'intègre par les fonctions élémentaires. On trouvera 



^V 7"'^'^^^^''^(^"^?'' 



4 



et il est très intéressant de remarquer : au point de vue analytique, 
que ce cas correspond à une valeur i pour le module k des fonc- 
tions elliptiques ; au point de vue mécanique, que, pour atteindre 
le point le plus haut 8 = tt, le pendule mettra un temps infini ; cela 
tient à ce que sa vitesse tend alors vers zéro. 

II. - ÉLASTIQUE PLANE. 

L'étude de la forme prise par une lame de métal élastique que 
Ton déforme, ainsi que des pressions auxquelles elle est soumise, 
est du domaine des fonctions elliptiques, comme on va le voir. 

Fig. 10. 




Nous nous bornerons, dans ce qui suit, à un cas particulier : celui 
où la fibre moyenne de la lame est plane et où ses extrémités 
seules sont soumises à des forces extérieures; nous renverrons, 



r 



;V ' 






/:-=!■, 



■Tir .*■■". 
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pour Tétude complète, au Chapitre V du Tome II d'Halphen 
(p. 192 à 286), dont la lecture n'offrira plus de diffîcultë quand on 
aura compris ce qui suit. La lame AB (^fig- lo) fléchie étant sup- 
posée coupée au point M, il faut, pour maintenir la portion AM 
en équilibre, remplacer Faction de la portion supprimée MB par 
une force F appliquée en M et par un couple N; on admet que le 
couple a son moment N proportionnel à la variation de courbure 
de la fibre venue en M 

\p ?o/ 

p est le rayon de courbure en M, po le rayon en Mo avant la défor- 
mation, B un coefficient dépendant de la nature et des dimensions 
de la tige métallique. Dans ce qui suit, nous supposerons que la 

forme primitive de la tige était circulaire ou droite ( — constante 

. Pour avoir les équations d'équilibre, il suffit d'exprimer 

que la force F et le couple N font équilibre aux éléments ana- 
logues F< et N| correspondant au bout A, ce qui exige d'abord que 
les forces F et F| soient parallèles, de sens contraire et égales en 
grandeur. Prenons leur direction pour axe des x^ les axes rectan- 
gulaires ayant encore une origine et des directions non fixées. 
Soient x^^ y\ les coordonnées du point S.\ x^ y celles de M; la 
somme des moments de toutes les forces par rapport au point O 
doit être nulle ; d'où l'équation 

On en tire pour N une valeur de la forme 
d'où 

ou, en déplaçant Ox parallèlement à lui-même, 

(/) - = ^^ (■)• 



I d^-v 
(*) Dans la pratique, l'équation (/) s'intègre en prenant - — -r-=7> ce qu'on 

p (jJC 

L. L. 8 
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On peut toujours, en choisissant convenablement le sens des 
moments, supposer C positif, ce que nous ferons. 

Pour intégrer l'équation (/), appelons 9 Tangle de O^ avec la 
tangente à la courbe en M 5 on aura 



d'où 



dx f, ày . ^ i âQ 

-r- = cos6, "T- = — sinO, - = — ; 
ds ' ds ' p ds 

d^x . i,à^ ây i 

-rr- =— sine— = -jr '' 
os^ os ds p 

d^x __ ^C dy 
"ds^ ~ 'â^'^'ds' 

Intégrons : il vient, en désignant par h une constante, 
Portons cette valeur de -r- dans l'équation connue 



Nous en tirerons 



d'où 



(S)'-(l)"- 



dy 

s = ' -^ 




-'¥-'" 



C'est une intégrale elliptique; nous pourrons donc, en effectuant 
l'inversion, exprimer y en fonction elliptique de s. Pour cela, 
posons, z étant une nouvelle variable positive^ 

d'où 

, a dz 

dy = —]=' 
1 yj z 



dy 
peut faire si -^ est très petit; s'il n'en est pas ainsi, on ne peut pas non plus, en 

général, adopter pour N la valeur donnée par la formule (e). Le problème traité 
dans le texte est donc en réalité un problème très particulier. • 
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L'intégrale devient 

a dz 



j '2/^(1 



Gi;-hA)(i— G^ — A) 
et les racines de la quantité soumise au radical sont 



A -}- I I — h 

Zq — O, Zi — jq 9 Zi — — pq 



Il faut classer ces racines; nous supposerons pour cela h^<ii ; 
alors on a 

et, pour la réalité de 5, il faudra que z reste compris entre Z2 et z^- 

Posons alors 

Zo-\- Zi-+- Zz 2h 

d'où 

_ ^'^^ 

et 

_ 2 A _ A -}- 3 

^3 = — -50 — Tq = — "qTJ / (^l>^3>^t), 

ih h — 3 

«2 = — ^2~ ÏÏ7T = 



3G 3G 

Cds 



a 



= du. 



L'intégrale elliptique précédente devient 



J v/P 



P = 2(/? — ei)(/? — e2)(jo — cj), 



et p devra être compris entre ^2 et e^. Une dernière transforma- 
tion est alors nécessaire pour pouvoir introduire pu avec des 
valeurs comprises entre e^ et ^3, sans qu'il soit besoin pour cela 
de donner à u des valeurs imaginaires; cette transformation est 
inspirée par la formule (Sp) 

(gj — g3)(e2— ^3) ^ g^ 

/^ = ^3+ j^^ =''-T^: 
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la dernière égalité définissant a. On voit que p variant de e^ à es, 
t varie de ei à oo. L'intégrale précédente devient alors 



^ t 



dt 



is/ {t — e^){t ^ e^){t — e^) 



la constante d'intégration est, cette fois, définie par la condition 
que u s'annule pour i = oo; on peut donc poser 



d'où 



t — ^{u\ ei, ej, e3) = pM; 



^ pu— 63 

z = 1 

pu— €3 



acL aa / y x 

s/pu—es V 61—62 

Portons cette valeur dans (g) : nous aurons x 

dx Cdx Ca2 



ds a du pu — 63 ' ' 
dx a2 h a2 3^3 



a du pu — 63 G pu — ^2 '2 

L'équation (Sg) permet, en tenant compte de la valeur de a^, 
d'écrire l'équation précédente 

^^^ S^ = — p(w + W3) + e3 — = — P(W4-W3)— -J 



et, en intégrant. 



X I 

- =Ç(w-+-a)3) — r^3— -63 a, 



la constante introduite par l'intégration a été choisie de manière 
que x^ comme y, s'annule en même temps que u, La formule 
d'addition des fonctions Ç (4o) permet, en j mettant W3 à la place 
de v^ de transformer l'équation précédente en 

X ^ \ I p'u 



a ' 1 ' '2 pu — 63 
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et cette formule, jointe à (A), donne la solution du problème; les 
deux coordonnées d'un point de l'élastique sont exprimées en 
fonction d'un seul paramètre et l'on pourra construire la courbe. 
L'équation (i) donne la dérivée de x; reproduisons ces trois 
équations en y adjoignant la dérivée de y qui sera utile pour la 
discussion 

ai 1 pu — €3 '2 






sn(M/ei — ^2), 



= — p(m-hw3) = 3 — > 



a du '2 pu — 63 2 



uU p U ^^ C3 

Les signes des radicaux ont été choisis de manière que y croisse 
d'abord à partir de o avec u. 

Construction de la courbe. — On voit, immédiatement, que 
ûc et y sont des fonctions impaires; l'origine est donc un centre. 

Le coefficient angulaire de la tangente à l'origine esty^ = ^ — • 

o 03 

Supposons d'abord e^ positive, — x et y sont d'abord nulles 
avec w; puis u croissant, j^ croît et x décroît (dérivée négative). 
La dérivée de y ne s'annule pas avant que u n'atteigne la valeur (o, , 

pour cette valeur de w, -— • = o et la tangente est horizontale si 

dx (lor 

— ^o. Cherchons la valeur de ^ pour w = w, 

dx / . \ ^3 ^3 1 



adu *^^ ' ' '' 1 ^' 2 G 

Cette valeur est positive et le sens de la variation de ;r a changé 
entre t^ et (0| ; il n'a d'ailleurs pu changer qu'une fois, car la 

dérivée de — 2- :=: — . — ?L5 — ^ ne s'est pas annulée dans l'inter- 

adu {pu — ezy '■ 

valle. La valeur finale de x sera 

Xi= î(wi-4- W3) — 7)3 ^3 0)1= — r^2 — ^i3— 7^3^! = TQi e^tûi; 

elle pourra être positive, nulle ou négative. 



ii8 
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La courbe se trouve ainsi bien définie pour toutes les valeurs 
de M, comprises entre — Wi et +ii)|. Si, maintenant, on change u 
cn2U)^ — u,x ne change pas de valeur; mais comme 



et 



^(2 0)1-- W) = î( U) -f- 2T,i = Çm-H 2 7)1, 



la demi-somme de deux valeurs de x correspondant à ^ et à 
2 o)< — u sera 



7)1— - e3U>i, 



c'est-à-dire précisément x^ . La courbe sera donc symétrique par 






Fig. II. 



71, — ie^wi 



h négatif. 




Fig. 12. 



^1—5^2*^1 = 



JC 



rapport à l'ordonnée maximum. La période 4w« de^ montre que 







Fig. 


i3. 
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la courbe se reproduit ensuite indéfiniment à des intervalles égaux 
en abscisse à4^« = 4'^« — 2^3(0^. Les fig, 11, 1 2 , 1 3 , 1 4 montrent 
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les diverses formes de courbe qu'on pourra obtenir : Téquation 



1 _ aC 



montre qu'il y a inflexion pour tous les points situés sur 0;r et 
pour ceux-là seulement. 

Fig. i4. 

h positif. 




CAS LIMITES. 



1® A = o. — On a, par la formule (/), 

du pu 



dx 



-^ part de o pour atteindre la valeur finale positive 






= aei, 



X varie de o à t,<, et l'on a la forme suivante {fig- i5). 

Fig. i5. 




2** A = — I. — En revenant au début, on voit que la valeur 
de s s'écrit 

dy _ <^ /* dy 



s = 




Gr'\ Gr^ /G 



V a2 y a'^ 



7 



y a^ 



C'est un cas de dégénérescence. On est ramené aux fonctions 
circulaires, en posant 
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on trouve 



v^rf.= ^ 



a 



sino 



En portant les deux valeurs précédentes dans l'équation (^), 

elle devient 

\PÏÔa dx '1 sin'9 — i . i 

1 — r= = = 2 sin cp — —. — • 

a do sincp ' sincp 



smcp 



La valeur de x s'ensuit 



v/lG 



X = 



© 



a 



— 2 coscp — L tang -^ 



La constante d'intégration est telle que x =zo pour cp = -- : 

pour cette valeur j^ est maximum; ç ne peut varier que de u à o. 
La courbe est symétrique par rapport à l'axe des^ et asymptote à 
l'axe des x\ elle ne présente pas de point d'inflexion. Sa con- 
struction n'ofire aucune difficulté (^^. j6). 



Fig. i6. 




Remarque, — y peut s'exprimer en fonction de l'arc 5, ou 
mieux de la variable u déjà rencontrée. Car l'équation 



ds — — 

a SI 



ncp V G 



du 



donne, en choisissant la constante d'intégration 



Logtang;^- - i/g M, 



tang- 

2 



4\ 



= e ^c 



y 



=Vï 



ie 



i-he 



il 
«Vc 



■"Vn 
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Cette dernière formule remplacerait la formule (h) ei montre 
que pu di été remplacée par des exponentielles. 

3** /i = I. — Ce cas ne donne que des solutions imaginaires, le 

cosinus-^ ayant une valeur supérieure à l'unité par la formule (g). 



III. — MOUVEMENT D'UN PROJECTILE DANS UN MILIEU OU 
LA RÉSISTANCE EST PROPORTIONNELLE AU CUBE DE LA 
VITESSE. 

Ce problème a été, pour la première fois, étudié par 
M. Greenhill dans un Mémoire dont la traduction, due au capi- 
taine Gossot, a été publiée par la Bévue Maritime et Coloniale, 
t. CV. Ce Mémoire est accompagné de Tables numériques que 
nous ne pouvons reproduire ici; on y trouvera les valeurs de la 
fonction p(w; o, i). 

Mise en équation. — Je choisirai comme axes la verticale Oy^ 
dirigée dans le sens de la pesanteur et une droite O x, faisant avec 
l'horizon un angle «p, qui sera déterminé plus tard. La résistance 
de l'air, dirigée suivant la tangente à la trajectoire, sera repré- 
sentée par — mg( — \ t en désignant par m la masse du point 

matériel, par g l'accélération due à la pesanteur, par v la vitesse 
et par sv une constante que M. Greenhill appelle la vitesse ter- 
minale; les équations du mouvement seront, après division des 
deux membres par m, 



d^ X v^ dx 



dt^ ^ w'i ds' 



~di^ ~^^'^^'ds'^^' 
Eliminons les termes qui contiennent v^ 

. .. dx d^y dy à^x ^ dx 

^' Is 'dt^'^ "ds 'dt^ " ^~ds' 

Pour transformer cette équation, on introduit comme inconnue 
auxiliaire le coefficient angulaire/? de la tangente 

dy 
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Elle devient ainsi 

Elle est évidemment commune à toutes les lois de résistance 
puisque le terme où figure la résistance avait été d'abord éliminé. 
La vitesse (^ sera donnée par la formule 



_-^ ~" '^ ~" \ rf^ / "^ \ û?< / ^ dt dt ^^^^' 



/dsV 



ou 



/ dx\^ 
(n) (;2=(_j (n-/>2_2^sincp). 

La première équation (A*) peut alors s'écrire, en tenant compte 
de (m) et de (/i), 

/dx\-'' d^x dp 

d'où, en intégrant et choisissant la constante d'intégration, de 

dx 
manière que p = o pour -j- = oo 

La formule (n) montre que (^ est aussi infinie pour/? = o^ à ce 
moment la tangente à la trajectoire est parallèle à O^. 
Posons, pour un instant, 

p^ I 

^ />2 sincp-i-/> = - P. 

L'équation (o) s'écrit 



ou 



dt dt ' 



OU, en tenant compte de (w), 



dx P3 1 

g-j ~ WV 3, 

dp v^ 
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OU, enfin, 



l'origine des abscisses est choisie de manière à avoir en même 
temps jD = o et ;r =^ o. 

Pour calculer^, je remarque que 

donc 

(r) g^. ^pP-'^dp, 

*- 

avec la convention que y=o pour pz:zzo. Les formules (q) 
et (r) qui donnent \ic ely en fonction d'un paramètre permettent 
de construire facilement la courbe. Le temps se déduira des 
formules (p) et (q) 



w ^-i 



dt—- dxP^ rrz _ P 3 ^Ip 

W g 



{S) . £f = ^ p \dp', 



le temps est compté à partir du moment où le projectile est censé 
passer à l'origine des coordonnées. 

Inversion. — Nous rencontrons ici un premier et très inté- 
ressant exemple de l'application des fonctions elliptiques à l'in- 
tégration d'une expression où figure un radical d'ordre supérieur 
au second (*). 

On pose 

i 

P.3 

3p 
d'où 



1 

(*) Oû peut prévoir que cette introduction réussira en posant y = P^ et en 
remarquant que, la courbe y^=x^ — 3 j?^ sincp -f- Sa? étant une cubique sans 
point double, l'intégration dépend certainement des fonctions elliptiques, d'après 
un théorème énoncé page 8i. 
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et Ton détermine ^3 par la condition que le numérateur soit un 

carré parfait, ce qui donne 

4 — 3 sin*© 
^ 27 



(O /4^^-^3 = 



sincp 2 



et, enfin, 



3 3jD 
6z^ dz __ idp 



,2' 



dz _ dp 



L'équation [q) devient donc 



(?') 



gx /•* û?^ 



X r 



"^^ J, \/àz^-gz 

cette équation définit .3 en fonction de u 

z = p{u; o, ^3) = pu. 
On en déduit 

-'^/\z^—g:i=p'u, 

et, en portant dans l'équation (t), 



in 


2 

n — • 


smcp — 3p a 


qu'on peut écrire 






2 I 

n — — - ■ ■- t 




^ 3pV-p'a 



en posant 

^« 1 

p ^ = p — 

d'où 



P^ = P — = 3Sincp, 



9 "^ 



Ces deux équations déterminent un argument p ou une ab- 
scisse a et l'on voit que, pour j; = a, /? = oo, ce qui donne l'asym- 
ptote verticale de la courbe; on va d'ailleurs vérifier que cette 
valeur a rend bien y infinie. 
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L'équation (r) donne, en effet, 

Pour intégrer cette expression nous appliquerons la méthode 
générale donnée au début du Chapitre V 

I _ p'v-^p'u __ p'v-\-p'u _ p'v-hp'u 

p'v — p'u " p'^V — p'^U ■~4p3(;_^3_(4p3j^_^,) ""4(pii; — p3w)' 

Or on voit facilement que, a désignant une racine cubique imagi- 
naire dé l'unité, 

3 3 3 , 

1 i . 4 . 4 



^(p^v -^p^u) pv — pu oLpv — pu a^pp — pu 

D'autre part, la formule (67) d'homogénéité s'écrit, en y rempla- 
çant successivement \k par les deux racines cubiques imaginaires 
de l'unité a^ et P^= a, 

( a«p(aM; o, ^3)=p("; o, ^3) ou p^v = (ipv, 

(m) < 

( ap(a2a; o, gz) = p{u\ o, ^3) pa«p = 7.^pv\ 

et cette heureuse circonstance que ^2=0 en même temps que 
0L^i=^^z=zi permet de conserver des fonctions pu aux mêmes 
invariants dans les deux membres de l'équation d'homogénéité. 
Grâce à cette circonstance, l'équation précédemment obtenue par 
la décomposition d'une fraction rationnelle en fractions simples 
pourra s'écrire 



7 ^ — — =(p'^-i-p'") T7 

V — p'm ^^ ^ L4(p^ — pw 

3a2 "I 

4(pa^ — pw) "^ 4(pa2p — pM)J 



^ ^ ^ 3a 



Reportons-nous maintenant à la formule (4^) en y écrivant — v 
au lieu de (^, ÇV = — J3(^ au lieu de 'Q{ — v) et — "Q'vz^zp'ç au lieu 
de Ç'^( — ^) ; elle se présente ainsi 

2pt« pt^ 
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Mais en dérivant les formules (u) on voit que 

et chacune des trois fractions qui constitue le second membre de 
l'équation ((^) est bien du type qui figure au second membre de 
l'équation (x). L'équation (i^) peut donc s'écrire 



p'i> — pu 1 

-f-aÇ(af^ — u) — aÇap-i-a*Ç(a2p — u) — a*Ça*p]; 

les termes en^u ont disparu à cause de la relation connue 

I -I- a -H a2 = o. 

Les termes en J^ç^ se simplifient en s'appujant sur la formule 
d'homogénéité relative aux ^ (76) dans laquelle on a remplacé [jl 
par a^ et par ^^ 

a 
La valeur de ^ devient enfin 

OU, en effectuant l'intégration, 

(/•'") ^ =— loga'(^ — w) — aIogŒ'(ap — a)— aMoga'(a2p — a) — 3mÇp', 

la constante d'intégration et les déterminations des logarithmes 
sont choisies de manière quej^=: o pour w = o. 

Cette expression montre bien que y, est infinie quand on fait 
x = a ou, ce qui revient au même, w=4(^. Malheureusement elle 
est entachée d'imaginaires et la discussion en est pénible (voir 
Halphen, t. I, p. i5i). 

Nous nous bornerons ici à tirer des/ formules auxquelles nous 
sommes parvenus quelques résultats iiJtéressants tant au point de 
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vue du problème actuel qu'au point de vue de la théorie géné- 
rale. 

Il est d'abord de toute nécessité de revenir sur le choix qui a 
été fait des axes de coordonnées. Résumons les hypothèses faites : 
le temps est compté à partir du moment où le mobile est censé 
passé à l'origine des coordonnées. A ce moment /> = o, c'est-à-dire 
que l'axe des x est tangent à la trajectoire; mais les formules {n) 
et (o) nous montrent qu'à ce moment la vitesse devrait être infinie. 
Il importe avant tout de montrer que l'origine des coordonnées 
se trouve bien à distance finie. Voici comment M. Greenhill a 
résolu cette difficulté. Le point où la vitesse est minimum peut 
être obtenu par d'autres méthodes et en prenant comme origine 
des coordonnées le point le plus haut de la trajecloire; calculons 
ici les coordonnées de ce point; si elles sont finies, notre origine 
sera à distance finie du point de vitesse minimum, et par suite du 
sommet de la trajectoire. La formule [n) peut s'écrire, en tenant 
compte de l'équation (/?), 

_ i 
p«=«;*P 3(jd2 — 2/) sincp -I- l). 

Prenons la différentielle logarithmique des deux membres 

<i((>*) __ / p — sincp />î — 2/?sincp-+-i 

p* \/?2 — 2/? sincp 4-1 p^ — 3/>* sincp H- 3/> 

Cette différentielle doit être nulle, ce qui donne 
{y) /?* cos'çp-h/) sincp — 1 = 0. 

Or le coefficient angulaire p de la tangente peut s'exprimer en 
fonction de l'angle P que fait cette droite avec O^ 

P- cos(cp-p)^ 

en portant cette valeur dans l'équation précédente, elle devient 

tang2p = — 2 cotcp, 

et donne pour ^ deux valeurs qui diffèrent entre elles de 90°. La 
valeur positive de tangp est seule à considérer comme correspon- 
dant à la partie utile de la trajectoire. La formule {t') fait con- 
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naître la valeur de Uo correspondanle {Jig» 17) 

,. (psincp — «2)* p2 — 4psin9-i-4 
P * "o = — ^-5 = — , ^ 

Cette équation peut s'écrire en tenant compte de Téquation (y) 

,. 4 — 3sin2© 
p'iuo= '-, 



et enfin, en se reportant à la définition de g^, page 124, 

p'2Wo= 3^3; 



d'où 



4P^Wo=P''WoH-^3=4^3, 
P^W0=^3. 



Fig. 17. 




Or la formule (5^) d'addition conduit en faisant tendre (^ vers u à 
la formule de duplication 



(84) 



p2M 4- 2pU = 



_ I p^^u _ 1 (6p^f/-A^2)- 



4 p'^^ 4 4p^w — ^2pw — ^3 



Appliquons cette formule pour w = Uq et ^2= o 

p2ao-f-2pMo= ^1^ = 3pMo- 

On a donc, en désignant par ato, la période réelle. 



p2ao=pwo = p(2Wi— Mo), 
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d'où 

(aa) Uo= ^(x)i, 



et, à cause de (c), 



(I wi j = v/^, p' ^ w, = — v/3 ^3. 



Il faut mettre le signe — devant y/3 ^3, parce que, entre zéro et to^ , 
p' u est négative. 

La valeur de Wo, et par suite celle de Xq, est donc finie,/? est 
aussi finie et il suffit de considérer la formule (/•) et de remarquer 
que P ne s'annule pas, si ce n'est lorsque /? = o, pour voir que yo 
est aussi finie. Il est donc bien prouvé que le point de vitesse 
minimum est à distance finie par rapport à notre origine des 
coordonnées. 

L'étude plus détaillée du problème nous fournira l'occasion de 
plusieurs remarques intéressantes : 

1*^ Construction d'une Table, — La remarque suivante a une 
portée générale : la formule d'homogénéité (67) 



P(m; o, ^3)= m^plmu; o, -0 j 



permet de remplacer la fonction p{u; 0,^3) par une fonction 
Pi (mu] o, 1) à condition de prendre 



ni=Wz, 



et pour variable usj gi au lieu de u. Nous obtenons ainsi ce ré- 
sultat très intéressant que toute fonction pu aux invariants o 
et g^ peut être, par un simple changement de variable, ra- 
menée à une fonction analogue aux invariants o e^ i . La for- 
mule de transformation est 

(85) p(a; o, ^3)= V^p(wv^^3; o, i). 

Les deux invariants de la dernière fonction étant o et i , il ne reste 
que l'argument de variable dans cette fonction dont il est alors 
possible de construire des Tables à simple entrée. 

Ces Tables présentent d'autant plus d'intérêt que dans le cas 
L. L. 9 
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actuel le discriminant est négatif et que l'emploi des Tables de 
Legendre est plus compliqué. 

Appliquons ce résultat au point de vitesse minimum : soit p^ 
la fonction à invariants o, i. Nous trouvons, en rapprochant (z) 

et (85), _ 

et, comme Uq=: ô ^iî 



^^\yff3 est d'ailleurs égale à la période réelle 2Q1 de jd^ u. 

Considérations sur le point Mo de vitesse minimum. Inté- 
grales pseudo-elliptiques. — Examinons d'abord un cas parti- 
culier : le projectile est censé lancé horizontalement, l'angle cp 
est nul. Les formules de la page 124 nous apprennent alors que 

p'ç? = o, (; = w,, 61= -y g^z= —. L'équation (r') devient 

<J S'y 

( ^y\ — '2 r" du _ 1 r" p' u du 

et y s'exprime ici par les fonctions élémentaires : il suffît de poser 

pu = z, 
pour obtenir une intégrale de fraction rationnelle 

dz 






Il n'est pas utile de développer cette intégrale qui reste évidem- 
ment finie pour ^ = oo. 

En comparant l'intégrale elliptique précédente à la formule (r'") 
dans laquelle il faut faire p = Wj d'où Çç? = y^,, on obtient l'iden- 
tité suivante, qui convient à tous les cas où ^0= o ; 

iir"du, 
(bb) \ 3 / -r^ =logŒ'(coi— w)-f-aloga'(aw, — w) 

\ -f- a2loga'(a2o>i — M)-f- 3r^ia, 



et il ne faut pas oublier que l'intégrale qui figure ici est pseudo- 
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elliptique. Le second membre peut être obtenu autrement : pour 
cela, intégrons par rapport à i' la formule d'addition des Ç dans 
laquelle on a remplacé u par — u 



ï 



1 pv — pu 

•2 pi> — pu ^ ^ ^ o 



et remplaçons dans cette formule i' successivement par on^ 
et a^ç; en nous rappelant que poLi^ = 0Lpç^ j3(a2ç?)z=z a^pr, 
p' (^aL^ç) = p'oLi^ = p' v^ nous avons 



/ 
/ 



i RJi 2J1 dv = \os(^(oL^v — m)— loffo'aîi' — aî^ra, 

I p'w-f-,p'i' , I ^/ I V 

- -^î- ^^ — dv=\oi^^(av — u) — losiav — ^^Zu, 

1 apv — pu ^ ^ 



et, en ajoutant les trois équations précédentes membre à membre 
après multiplication de la seconde par a^ et de la troisième par a, 

3 rp'i>-+-p'u 

ij p^v — p^u^ ^ 

= loga'(c — a) H- alogŒ'(ap ~ u)-\- a*loga'(a*p — u)-+- const. 

Pour écrire cette dernière formule, il a fallu aussi observer que 
par suite de l'homogénéité 

^ri^-u — oL^:ru. 

Supposons que co^ soit la limite inférieure de l'intégrale; nous 
aurons 

- / , ~- p w p p av^ = 6 1 —, 7— pupv dv 

■^J^,P'^-P'^ ^ J^,P^-P^ ^ 

= loga'(p — u)-\- a logo* (a t^ — m)-+- a2 loga'(a2ç, — u) 
— Ioga'(wi— u) — a log a'(awi— u)— a* log ^'(aStOi— u) 

et c'est la seconde identité que nous voulions obtenir. En la com- 
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parant avec (66), on voit que 

loga'(p — w) -f- a logc'(ap — u) ■+- a^ loga'(a*i' — u) 

et par suite, la valeur dejK, donnée page 126, se présente ainsi 



3 J p f< J pv — pu 



Nous allons appliquer cette expression au calcul de l'ordonnée 

du point Mo de vitesse minimum, pour lequel on a Uq=z -tù^, La 

première intégrale étant pseudo-elliptique, le seul terme à envi- 
sager est le dernier, que je désignerai par A, 



v^ 



Or, soit 
d'où 



p\dy? = j/^3 dz = dv \//ig3Z^—g3, 

dz = dv v/4 ^^ — * • 



Nous aurons, comme Wi est la demi-période réelle pour laquelle 

P<^. = <-'. = (/y ' 

Or, l'intégrale que je viens de désigner par B a été rencontrée 
par Euler, qui a montré qu'elle se réduisait aux fonctions élémen- 
taires; c'est donc encore une intégrale pseudo-elliptique. Nous 
allons vérifier ce très curieux résultat. 

Les deux égalités suivantes, dont nous laisserons au lecteur lé 
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soin de faire la vérification facile, donneront la solution 

2 ^^ yj'kz^^^'x -4- v/3 ~ '2 s/!kZ^ — \ "^ ( \l\z^—\ -1- v/3 ) /4-^— » 

I d ^ ^4-3 __, _+.y/3(3_^-,) /3 3(z — I) 
-p ;y- arc tang -î— ^ r— î^^ — - — -- 4- 



yjl^^ ^- 2v/4-^-« (v/4<3'-n-v/3)/4-»-~i 

Il suffit d'ajouter membre à membre et d'intégrer à partir de la 

limite 3— pour obtenir B. 

/4 

B = - log -î^ ^ — : ^ + — - arc tang ^— -^ 



-log(v/'^ — T-rarc tang- 



VI 



Les détails du calcul n'offrent plus d'intérêt et nous nous bor- 
nerons à transcrire le résultat définitif obtenu en revenant aux 
fonctions p par la substitution z = p{v] o^ 1), 

(ce) ^= |aii7ii— 2W|^ç>-^ilogp^p— |a),j— Yarctangp'^P--|(OiV 

Calcul du temps. — Le calcul du temps donne lieu à des 
remarques analogues au calcul de l'ordonnée. La formule (s) donne 

L'élément différentiel actuel se déduit de celui qui figure dansj^ 

1 

p3 

en multipliant par — = 33; donc 

p II du 



^ À p'^ — p' " 



Atitred'exercice, je vais encore intégrer cette expression : pour 
cela, reportons-nous à l'équation (r); nous voyons qu'on aura 



pu 



P^ — P w 



__ — r ' ' )ï —J^PJi— - 3gpa 3 g'^ "1 
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Or, le crochet peut évidemment s'écrire, en y ajoutant et retran- 

3 
chant - (i -i- a + a^) = G, 

4 

3pv 3oL^pv 3aj"n> 



i(pv — pu) ^(dpv — pu) 4(a*pp — pw) 

L'intégration est donc la même que celle rencontrée dans le calcul 
de jK, à des facteurs constants près. Si l'on remarque que 3pi^ = i , 
on aura immédiatement le résultat 

— = — Ioga'(t^ — u) — a* Ioga'(ap — w) — a loga'(ap — u) -r- const. 

avec la condition que ^ = o pour n = o, 

La valeur de t pour w = - w, est aussi pseudo-elliptique et est 
donnée par l'égalité suivante, que je me borne à énoncer : 

/^to 1 I . / 2 \ \/3 



w 



= 'y.vrii—-uiirn-{- -logp((> — - co, ) + — arc tang p' ( t^ — -j^ij. 



IV. — PENDULE SPHÉRIQUE (»). 

Le pendule sphérique se compose d'un point matériel assujetti 
a rester à une distance -constante d'un point fixe O, que nous 
prendrons pour origine des coordonnées, l'axe des tétant supposé 
vertical et dirigé vers le bas. Les données sont : la longueur / du 
fil qui retient le point matériel m sur la sphère d^ centre O, la 
masse du point que nous prendrons pour unité de masse'; l'accé- 
lération g due à la pesanteur; la hauteur initiale du point, Zq; 

enfin, la vitesse initiale Vq qu'on suppose dirigée tangentielle- 

dz 
ment à la sphère et dont on donne la composante suivant O^, -r-^- 

Nous emploierons des coordonnées semi-polaires, c'est-à-dire 
que nous poserons 

y = r sin i)>, 
/• et ^ étant les coordonnées polaires de la projection horizontale 



(') Voir Appell, Traité de Mécanique, t. I, p. i85. 
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du pendule. Les équations du problème seront 

.rî -f. ^2 _|_ ;;2 = /! 

on 

(a) ,.2^_52=/2^ 

qui est fournie par le théorème des aires, et 
(y) v^=h-\-igz, h = vl — 2gZoy 

qu'on déduit du théorème des forces vives, applicable au cas actuel. 
L'équation (y) s'écrit 

dr^ -h r^ d^^ -{- dz^ = (h A-igz)dt'^ 

ou, à cause de (a) et de (ji), 

z^ dz^ c^dt^ , „ , , , , . 

■iT^TTt + TTT^ + rf=« = (/' H- ^ffz) dit, 






OU enfin, en posant 

(S) 0(5) = (A4-2^5)(/2_;;2)_c«, 

àz i j 

(e) -- = ^,/^^. 



Cette équation permettra d'exprimer la constante c des aires, en 

sftif r 



dz 

fonction des données g^ /, To? ^o et -^ (*). Ces données sont telles 

dz 
évidemment qu'au début -^ soit réelle; ^o donne donc le signe 



(•) Eq fait, il est plus commode, pour la discussion, de donner l'angle s que 

fait la direction de la vitesse initiale avec la perpendiculaire au plan vertical M^O^, 

d'où part le pendule. On a alors 

d^ c 
t; cose = r-jf = - > 
" dt r 

et c'est cette équation qui détermine c. Le cas du pendule simple correspond à 

e = -> c = 0. 

2 
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plus dans «p(-3), — / donne le signe — , -4- / le signe — , -f- oo le 
signe — . Les nombres — oo, — /, iJo? -H ^? +00 séparent donc les 
racines z^^ ^2, ^3 de o[z) et, si Ton désigne par z^ la plus grande, 
par Zx la plus petite, par .52 Tintermédiaire, on aura 

Il est évident que;: doit rester compris entre Z2 et z^. D'ailleurs 
l'équation (e) montre que z s'exprimera en fonction elliptique 
de /; nous allons faire l'inversion en introduisant la fonction pu 
qui se présente ici naturellement. Il faut d'abord remplacer ^{z) 
par un polynôme privé de second terme et dans lequel la plus 
haute puissance de l'inconnue ait pour coefficient 4. Nous poserons 

^ = M54- N; 
l'équation (e) devient alors 

Il suffit de poser 

M= , N = - — 

pour obtenir la forme cherchée 

Alors s sera donnée par l'équation 

a étant une constante; je ne transcrirai pas les valeurs des inva- 
riants g2 et gzf faciles à calculer. 
On aura ainsi pour z la valeur 

Pour déterminer la constante a, je supposerai que les temps 



(') On ne peut jamais avoir z^ = — l, ni z^= l; sans quoi on aurait c = o, et 
le mouvement serait simplement plan. 
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sont comptés à partir du moment ou le pendule est au plus haut 
de sa < course; z aura sa valeur maximum ^3 et en même temps 5 sa 

valean minimum. Mais la valeur minimum de s annule -r-; c'est la 

plus petite racine 62 de S, et l'on doit avoir 



ou 



pac = et 



a = 0)1 



Si t croît à partir de zéro; z décroîtra [vo//* variation 
de pu {fig' 3)] et atteindra son minimuin pour t = tù^] à ce mo- 
ment \s ou p(^ -t- w« ) atteint son maximum e^. Donc, à des inter- 
valles^ égaux à 2C0|, le pendule repasse aux mêmes niveaux. Nous 
savons qu'en vertu de la formule (Sg) on peut écrire 



W 



2/î r 



(e\—et)(ez 



P 



a)(g3— g2) 1 h_ 

t — Ci J 6^ 



et cette formule devra être employée pour les calculs numériques. 



Calcul de 4*» — Nous allons maintenant rechercher comment 
varie le plan vertical, mené par 0:î, qui contient le pendule. 

d^ est donnée par l'équation ([3), et l'on volt déjà que A varie 
toujours dans le même sens 



d^ = 



c dt 



l^ 



il\l—z 



dt. 



Posons 



a = ^ H- 0)2, z = Mpw-f-N, comme page i36, 



pa = 



M 



P^= ^j— {pa<pb). 



Ces deux dernières égalités définissent a et 6, au signe (et aux 
périodes) près, et il est bon de remarquer que la série d'inégalités 



entraîne 



zi<— l <z2<:,z <Zz<l 
pa<e2<pu<ez<pb<.ex\ 



pour préciser le signe, calculons p' a et p' h» L'équation (Q nous 
donne 

\du) M2/2 . V <^' /' 
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pour w = a, on aura 



P'^a = m- 



\duja ~ M2/Î 



?(0=- 



c' 



M2 /* ' 



et la même valeur pour p'^ b. On pourra donc poser 






ces valeurs imaginaires ne doivent pas étonner, puisque les ^ valeurs 
correspondantes prises par z, savoir /et — /, sont en dehors des 
niveaux que peut atteindre le pendule. Avec ces données, lafvaleur 
de d^ précédemment écrite se présente ainsi 



U^^L ( P'^ ■ P:^_\ du ; 

aVpu — p6 pu — pa/ 






d'où, en appliquant la formule (Sg bis)^ 



i^ = 



(fl) 



{f[ Ç(« + a)-Ç(a- 
— ^(m + b) -ht{u- 
(u-\- a) :f(u — b) 



log 



(j{u — a) ^{u-^ b) 



-a) — iX^a 
-b) -^i:,b ]du 

-h u{^b — ^a) 



const. 
const. 



La constante sera déterminée, par exemple, par la condition 
que ^ soit nul pour ^ = o (^ = (02). 

Il n'y a plus qu'à remplacer u par t -\- tù^ pour avoir exprimé 
l'angle A en fonction du temps. A la vérité, ces formules ren- 
ferment des imaginaires qu'on aurait pu ne pas introduire en 
employant la transformation (r,) au lieu de ^ = Mpw + N; mais 
récriture est ^ici plus condensée et nous n'avons pas besoin, pour 
l'objet que nous avons en vue, de faire disparaître les imaginaires. 

Supposons que, dans la formule (6), on augmente u de la 
période réelle 20)4 ; à cause de la première formule (29)5 la frac- 
tion qui figure sous le signe log se trouve multipliée par 



g2/),{w— a-f M-i-A-i-2a),) 



= e^Yli(a-6) j 



i^ est donc augmenté de 'ir^\{a — t) -h 2(0| (ÎJ6 — Ça) et cet 
accroissement est évidemment une quantité purement imaginaire 
/Aoj comme on le vérifiera aisément en remarquant que {fig» 2 



\ 
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et 4) ^ est de la forme co, -+- ity b de la forme vi^ et en appliquant 
les formules (4o) et (67) où [jl est pris d^dX à moins un. On voit 
donc que le plan vertical MO:î, qui contient le pendule, tourne 
d'un angle 4*0 (*) pendant que le pendule efleclue en hauteur une 
oscillation complète. Ce résultat peut élre énoncé autrement : 
concevons des axes tournant d'un mouvement uniforme autour 
de O;;, de même origine que les axes fixes, de même axe Oz et 
tels que le plan mobile zOx' fasse avec le plan fixe zOx un angle 

7i = -^ — ; puis posons 

La fonction ^J^' sera doublement périodique et aura pour pé- 
riode 2(04. 

Remarque, — La formule (6) peut encore s'écrire en désignant 
par ^loga la constante 

-^{u — (t ) j (//. -\- h) 

Mouvement de la projection horizontale. Équation de 
Lamé. — Nous avons posé 

d'oii, en appliquant les formules d'Euler (p. 6), 

X = 5: H- /^ = re''4', 
\ = X — iy =^ re-'"^, 

On voit que /'^ est une fonction doublement périodique du 
temps, de même période que z, z étant compris entre z^, et ^3, 
/•^ variera entre l^ — z\ et /- — z\ et ne s'annulera jamais. 

On aura donc, en tenant compte de la variation de ^^ une 
courbe telle que celles des fig, 18 et 19. 

D'ailleurs, les trois équations rencontrées dans le courant de 

(*) Cet angle est toujours compris entre :: et 21^ Voir Halphen, t. II, p. 12S. 



i4o 

notre étude 



,.2 =: /2 _ ^2 
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/'2 d^ = c dt, 
d'où 



/• dr 



v/Znr 



= dZy 



/• = 



dz 
di 



= f/rc^, 



permettent d'obtenir, en coordonnées polaires r et ^^ l'équation 
différentielle de la courbe. 

Fig. 18. 




Cas où les deux parallèles extrêmes sont au-dessous du point 

de suspension. 

Dans le cas des petites oscillations, vq est très petit et Zq très 

Fig. 19. 




Le parallèle le plus haut est au-dessus du point de suspension : le cercle 
extérieur tracé sur la figure est le grand cercle horizontal de la sphère. 

voisin de /, la courbe ci-dessus se réduit sensiblement à une 

ellipse (Poisson, t. l, p. SgS). 

X 

Revenons au calcul de X et Y : le quotient v? a pour valeur 
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e'^^"^ et, comme on a déjà obtenu le produit, on a 

Xï = — M^e^^'^{pu — pa)(pu — pb), 
Yi = ^M^e-^^'^(pu — pa){pU'-pO). 

On vient de trouver e^"!'; la formule (Sa) donne 

(u — a )'::'( u -h a) 



pu — pa = — 



pu — pb r=-- 



Donc enfin 



(il— b):^(u -h ù) 
0-2 u a'2 ù 



V . . i., ^( u -h n) :^( li — b) .y, y , 

•^ ^-unu'^b ■ 

La courbe étant déjà discutée, ces valeurs de X et de Y ne nous 
serviront pas à l'étudier; nous nous bornerons à faire à leur sujet 
une remarque des plus intéressantes due à M. Hermite (^Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques), 

La dérivée logarithmique de X a pour expression 

^^ = Ç( " + «)-+- ?(" — ^) — 2Çz^-h;^> — ;a 

_ I p'u — p'a I p' u -h p' b 
•2 pu — pa •! pu — pb 

On en déduit, en dérivant la première ligne, 

d I I dlL\ i d^X / I dXy / X , 

^(x^;=X-^-U5i7; =-p(u^a)-piu-b)-^o^pu 

ou, en utilisant cette fois la seconde expression de ^r -j—y 

' ^ X au 

X "5ii2 =2pa — p(M-i-a)-p(a-6) 

4\pw — P«/ 4\P" — P^/ 2 pi4 — pa pu — pb' 

La formule d'addition (67) permet de simplifier l'ensemble des 
cinq premiers termes et, comme p'a = p' b^ 

1 rf2X , ,1 p'-^u-p'^-a 

X du^ H*- r r .^ ^',a^pa){pu — pb) 
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Le numérateur de la dernière fraction s^annule pour u = a ei 

pour u = b; otW peut s'écrire 4(p^ '^ — P^^) — S^^iP^^ — P^) ^^^ 
comme il est divisible par pu — pa et par pu — pb, on peut le 
mettre sous la forme 

^{pu-—pa){pu—pù){pu-\-pa'hpb). 
On aura donc finalement 

-^-V =(6pu-h3pa-^'àpb)X = [6pu-ù^jX. 
De même 

Cette égalité ne diffère de celle relative à X que par le change- 
ment de a en fe et de b en a. Or a et b ont disparu dans la dernière 
équation; donc X et Y sont deux solutions particulières de la 
même équation linéaire 

(c) ^-^ ^ (6p u ^ f)Z. 

La solution générale sera donc, d'après la théorie des équations 

linéaires, 

Z = GX -h C'Y = c.r H- c>, 

C, G, c, c' étant des constantes arbitraires. 

L'équation (c) qu'on vient de rencontrer est un cas particulier 
d'une équation très célèbre dite équation de Lamé, qu'on ren- 
contre dans beaucoup de questions de Physique et de Mathéma- 
tiques. Elle se déduit de l'équation générale 

-^ = [n(n_Hi)ptt-HY]Z 

en y faisant /i =: 2. 

L'équation de Lamé admet deux intégrales particulières de la 
forme 



A e> " 



tf^a 



qu'on obtient en substituant cette expression dans l'équation de 
Lamé, pour déterminer les valeurs des n + i constantes a, 6, ..., 
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/, "k, (Voir, pour plus de détails, les Traités d'Analyse, notam- 
ment Jordan, t. II.) 

Calcul de la réaction de la tige du pendule. — Pour calculer 
la réaction R de la tige, supposée dirigée du centre O vers le point 
matériel, il suffit de remarquer qu'elle est égale à la force centri- 
fuge -j augmentée de la projection sur le rayon OM du poids g du 
pendule, 
^) ^ R _ ^' ^^ _ ^^-^3/r^ 

en utilisant immédiatement l'équation des forces vives. 

Si la tige est supposée solide, le sens de la réaction sera indiffé- 
rent, sinon il faudra examiner le signe. Comme z = M. pu 4- N et 
A = — 6^N, on aura 



or 



dom 



avec 






R= -^ ^^-î- j-^ — - = — ':^(2pu — m) 



m=-pa-pb= ^. 

Lorsque le temps / varie de o à lo^, w varie de 102 à tO| + o)2= — tog 
et pu de 62 Si ^3. Dans cet intervalle, la valeur de R croît con- 
stamment de la valeur — 1^(262 — th) à la valeur — 7^(2^3 — tïî). 
€2 est négative; si la constante h des forces vives est positive 
(i^l — 2^^o> o), R sera positive au point le plus bas; il est d'ail- 
leurs facile de faire voir que R est loujours positive en ce point. 
En effet, Téquation des forces vives nous apprend que, si le mou- 
vement a lieu, {^^, et par suite h-higz^ est toujours positive; 
c'est-à-dire, en remplaçant h par — 6^N (p. i36), 

'2^(^-3N)>o, 
z>3N, 

- MpM-f-N>3N, 
2N 
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Mais il résulte de la définition de pa el pb que 

— =z-pa-pb. 

On a donc toujours 

pu -^pa -f- p^ < o 
et en particulier 

e2-Hpa-hp6<o; 

a fortiori, puisque 62 est négative, 

7.ei-\- pa-\- pb <iOj 

ce qu'il fallait établir. 

Mais si pu peut devenir positive, R peut changer de signe; ce 
cas risque de se présenter si le maximum ^3 de pu est positif. 
Ainsi, lorsque e^ est positif, la tension R du fil peut changer de 
signe; cela arrivera, d'après la formule (X), si ç^-i- gz peut s'an- 
nuler. Il faut pour cela que z soit négatif, c'est-à-dire que le pen- 
dule se trouve à un niveau plus haut que le point de suspension. 
Si donc, à un certain moment, le pendule se trouve plus haut que 
le point de suspension d'une quantité a et si, à ce moment, le 
carré de sa vitesse est inférieur à ga, la tension du fil changera 
ultérieurement de signe et, si le fil est flexible, le mouvement ces- 
sera de suivre les lois que nous venons d'étudier. 

Remarque. — Les formules bien connues 

jointes à l'intégrale des aires qu'on peut écrire 

dy d.v _ 

x-y- —y-- = C, 
ùt -^ dt ' 

nous montrent que 

dy à'^x dx â^y _ pp 

in Ttî ~ In 'ôt^ "^ ' 

et par suite, si la réaction R s'annule, le plan osculateur de la courbe dé- 
crite par le pendule devient vertical; la projection horizontale présente 
donc à ce moment un point d'inflexion. 
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APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

V. — ARC DE L'KLUPSE. 

C'est la mesure de l'arc d'ellipse qui a donné son nom à toutes 
les fonctions de cette théorie : on y arrive de la manière la plus 
simple comme il suit. L'équation de l'ellipse étant 

b^ x^ -h «2^2 __ a"- ^2 — o 
et 2 c la distance focale, on pose 

X — a sino, 
y -^ b cosîs, 

d'où 

ds^=: (ft*sin*o-i-a- cos*9)c?çp* = («* — c- sin2çp)c/'.p2 — «'( i — k^ sin2çp)c?cp*, 



en posant 



On a donc 



A- =5. 

a 



/•? 

s — ai /i — A* sin*cp ^o — rt E(çp), 



et ainsi se rencontre, dans ce problème tout à fait élémentaire, 
l'intégrale elliptique que Legendre a choisie pour type des inté- 
grales de seconde espèce : le module k prend aussi une significa- 
tion géométrique puisqu'il représente l'excentricité. Si l'on prend a 
comme unité, k est égal k c ei k' k b. Les Tables de Legendre, 
ainsi que nous l'avons expliqué, donnent les valeurs de 5, pour 
toutes les valeurs de cp et de l'angle modulaire 9 = arcsinA', de 
degrés en degrés. ( Voir notre Table IIL) 

Comme application numérique, calculons dans l'ellipse de demi- 
axes a = 2 et 6 = y/a l'arc BM compris entre le sommet B du petit 
axe et le point M d'abscisse i. La limite supérieure de l'intégrale 
est ici 

X I 

o = arc sin — = arc sin - = 3o", 
a 2 ' 

/X» /,2 I 

k^= ;— = -=sin20, d'où :r= 45", 



,30' 
S 



= 2 / 4/1 Sin2<p <3?Cp = 2 X 0,5 I 205 = 1,0 2^1 



L. L. 



10 
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Le quart de la même ellipse aurait pour valeur 



TT 



•2 / 4/1 sin^cp c?'^ = 2 X 1,8^407 = 3,70814. 

C'est le double de l'intégrale complète relative au module sin45". 
Si, au contraire, on donnait 5, la Table 111 ferait connaître cp, d'où 
les coordonnées de l'extrémité de l'arc. 

Remarque, — A proprement parler, le problème que nous 
venons de traiter n'est pas une application des fonctions ellip- 
tiques; mais il n'était pas possible de passer sous silence le pro- 
blème dont l'étude a conduit à tant de belles propriétés. 

Au surplus, ce sont les fonctions elliptiques, et non les inté- 
grales elliptiques, qui sont réellement maniables, de même qu'en 
Trigonométrie ce sont les lignes trigonométriques, sinus, co- 
sinus, etc., et non leurs inverses qui sont le plus utiles dans les 
applications. Nous allons ici même en donner un exemple. 

Effectuons d'abord l'inversion en introduisant les fonctions de 
Weierstrass et, sans entrer dans le détail du calcul, posons immé- 
diatement ('), comme il est prescrit au Chapitre V, 



X a 

sin<p = - = 



avec les valeurs 



e\= ^ — y es= > ^2 = — - 



3 ' 



on trouvera pour l'arc 



Mais la formule (Sq), si souvent employée, donne 

— — ^— ^^^^— •~~ — ^— ^^^— ^— — ^■^_— ^— — ^ • 



(') II est bien entendu que a, è, c représentent dans ce qui suit des nombres 
absolus et non des longueurs. 
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On a donc finalement 



a* 

5 = — — [eif^ + Ç(//-ha)j)— Çwj], 

s = eiu-^ tu H !î ; 

1 p u — Ci 

u est un argument compris entre o et iO|. 

Remarquons en passant que, si Ton remplace s par sa valeur 
aE(cp) trouvée au commencement de ce problème, on retrouve 
la formule (83 bis) : 

aE(cp)= e, u -\-lu ' " 



1 pu — 62 

Théorème de Fagnano. — Cela posé, considérons maintenant 
un arc s^ ayant son origine au sommet du grand axe. Pour cela, 
comme c'est^ qui doit s'annuler en même temps que 5, au lieu 
de x^ nous poserons, conformément aux indications du Chapitre V, 
p. 82, et en désignant par x\y' les coordonnées de l'extrémité M' 
de l'arc 5', 

y b 



coscp 



^ v/p(w; eu et, 63)— 63 



et il se trouve que c'est précisément la fonction pu aux mêmes 
racines que dans le calcul de l'arc s précédent, comme on peut le 
vérifier facilement. On aura alors 

s =z 0^ I du = CiU-hlu-i 

Jo P^ — ^3 ipU — Ci 

Si de cette valeur de s' nous retranchons la valeur de s obtenue 
au paragraphe précédent et si nous convenons de prendre les arcs 
qui correspondent à la même valeur de w, nous trouverons 

^. j _ I (g3— g2)p't^ 

'1 {pu — e.i){pu — e3y 
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OU, à cause des valeurs des racines et de p'w, 



2 {pu — ei){pu — e3) y {pu ^e^){pu — 



e,) 



Il s'agit d'interpréter ce second membre en revenant aux coor- 
données cartésiennes : pour cela, on peut faire en sens inverse 
les deux substitutions qui viennent d'être employées. Utilisons 
d'abord la première 



a 
pu — e^zn 

d'où 



pw — 63= — -1-62— 63=-— — c2= 

On en conclut 



5'— -.5 = C2 



b^a'*— c^x'^ yja'^y"^-^ b^x'^ 



Il est évident, à cause delà symétrie des calculs précédents, que la 
deuxième substitution aurait conduit à Téquation 



s — 5 = — ^ 



^a^y^^b^x''^ 



par le simple échange des lettres :r et y, a et b. L'interprétation 
géométrique est maintenant immédiate : le second membre repré- 
sente la distance du centre à la normale au point x^ y (ou x'^y) 
et l'on a ce théorème : 

Soient A et B les sommets du grand et du petit axe, AM 
et BN deux arcs d^ un même quadrant tels qu^à leurs extré- 
mités les normales soient à une même distance l du centre, la 
différence des arcs AM et BN est précisément égale à L 

VI. — AIRE DE L'ELLIPSOID 

Ce problème a été également traité par LegendrWgui a donné 
pour expression de l'aire {Exercices de Calcul itu9^U^ t. I, 

/.o o iTzabYc^^.j, ^ «2 — c2_,,, T 

sinv La2 ^ «2 \ j /j î 
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a, 6, c sont les demi-axes de Tellipsoïde, a> b> c^ 

c ,,, b^ — c* 

cosv = — » 6> •^= ,, . - T 

F(6', v) et E(6', v) sont respectivement les intégrales elliptiques 
de première et de seconde espèce qui correspondent au module b^ 
et à l'argument v. 

Nous allons arriver au résultat par une méthode bien plus 
rapide que celle de Legendre, en utilisant les fonctions elliptiques 
de Weierstrass. Soit 

37* r* z^ 

l'équation de Tellipsoïde (E); je vais évaluer l'aire 4 S comprise 
entre le plan des xy et le sommet de l'axe mineur c, et d'abord 
l'aire 4Sç comprise entre ce sommet et une courbe tracée sur la 
calotte elliptique précédente de manière qiie les normales à 
l'ellipsoïde le long de cette courbe fassent avec l'axe Oz un angle 
constant o. J'appellerai h le carré du cosinus de l'angle 6 que fait 
avec Oz la normale en un point œ, y, z quelconque de Tellip- 
soïde (E) 



h = cos^O = 






x-^ y^ 



a^ b^ c* 



La courbe le long de laquelle l'angle est constant se projette 
sur le plan des xy suivant l'ellipse 



I 



0-*.(-i-ë)-'(S*|r') 



Soit rfo- l'élément d'aire de l'ellipsoïde compris entre deux 
courbes infiniment voisines qui correspondent aux valeurs h 
et A + dh du paramètre; la projection de cet élément sur le plan 
des xy^ savoir rfo-cosO, s'évalue facilement : elle est égale à la dif- 
férentielle de Taire de l'ellipse précédente. Les carrés des demi- 
axes de cette ellipse sont 

a2(i — /i) aH\-h) „ t'*(i-h) 

A = ri r-r = -rT~ :r. i—.f t> = 






-) 
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L'aire de celte ellipse aura pour expression 

V^[c«/i -h a'^i — h)][c^h + b^{i — h)\ 
el en difTérentiaD t on obtiendra l'équation 






0* = 



cosO 

^^ cosO \cos6/i J^ cos^O 
Tzà^b^ji^h) 

(\ — h)dh 



Tza^b^ f - 



A)][c2A-+-^>2(i--^)]^ 
Le coefficient différentiel s'écrit, après multiplication par 

(i — h)dh 



1 

Posons 



V"["-ï^][*-ï^] 



62 \ _ I p^— 3a2^2 



_ I / a2 

^* ~~ 3 ^«2 — C2 "^ 62— C2/ ~ 3 (a2_c2)(62— C2) 
p* = «2^2-1- «2^2-+- 62c2, 

62 I p*— 362c^ 



e, = ^2 + 



62— c2 3 (a2_ c2)(62— c2) 



«2 I p*— 3a2c2 

/i = p a — «2 ; 

le coefficient différentiel devient 

(1-1-^2 — pu) du 

pu — 62 

et les limites sont pour u une valeur Uq telle que 

puo=i-{-e2 
et ?/. 
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On aura donc, en laissant h dans le premier terme, 



(S = 



v/[cîA-hrtMi--/0l[c2/<-+-i*(i — /i)]/î 
Tza^b^ r I -f- ^2 — pw 



c^w. 



Mais il faut remarquer que i 4- Ci est compris entre <?2 et e.^; j3/^ 
devant être compris entre ces limites, u aura la forme 102+ (^ et il 
convient de faire la substitution 

pour éliminer les imaginaires. Alors Péquation 

se transforme en 

p(wj-4- wo) - e2 == — = , 

OU 

^ ?^ 

et l'intégrale 






[ 

et) 



(6î_c2)(a2-c2) , 



a2^2 






Les arguments i^ et v^ sont Tun et l'autre inférieurs à w, . 
On aura donc finalement 

Tz a'^b^(\ — h) 



Pour avoir la surface totale du demi-ellipsoïde que Legendre 
appelle 4S, il faut faire A = o, ç^o. Les deux termes infinis 
sont 

TZ ab r, ;-; ^ 

-— -— 7rv/(a*— c2)(62— c2)Çp, 
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L'aire de celte ellipse aura pour expression 



= tt/AB = 7t 



)/[c^h -h a'^{i — h)][c^h -+■ b'^i — h)] 
el en dîfférentlant on obtiendra Féquatlon 



d-i = -ri 



cosO 



0* = 



^^ cos6 \cose/i J^ cos^O 



,,0 /' (i — h)dk 

J 9.Av/[c2/n-a2(i__./i)][c2A 



»,' 



62(1- /i)]^ 



Le coefficient différentiel s'écrit, après multiplication pal? 

(i — h)dh 



1 
Posons 



V"["-^]["-p^] 



^2 \ _ I pv— 3a^62 



^* ~ 3 Va2_c2 "^ b^—C^J ~ 3 («2— C2)(62— C2) 

p* = a2^>2^_ct2c2_f-62c2, 

62 I p*_3^>2c^ 



e, z= ej-h 



62— c2 3 (a2_ c2)(62— c2) 



«2 I p*— 3a2c2 / ^ ^ X 

h = pu — ^2 ; 

le coefficient différentiel devient 

(i-H ej — pu) du 
pu — 62 

et les limites sont pour u une valeur uq telle que 

P Mo = I -H ^2 

et II. 



'•\ 









» ■ 









"y 
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dont le premier s'écrit 



Tzab Tz ah 



s/p M — ej \/p{v~^-oii) — e2 



r. v/( «*— c2) ( b^— c«) /pp — ^2. 



Il a donc la même valeur principale que le second terme infini et 
les parties infinies se détruisent ; les autres termes de l^ ^ s'annulent 

tjm fj h 

pour V ^= o et, le multiplicateur de -^-=- étant de la forme 

^ h 

1 + m/i -h. . ., le premier terme de <t disparaîtra entièrement 
quand on fera A = o. Il reste donc 

avec 



Pt^o 



9' 



3(^a2— c2) (62— c2) 



Je vais, de la formule précédente, déduire celle de Legendre, 
donnée au début de ce paragraphe. La formule (63) donne 



sn^o y/^i — ^2 



s/e^ — ^2 /a2 — c2 



/pt^o — 



6'2 



a 



> 



le second membre est la quantité appelée sinv par Legendre. Le 
module s'obtient par la formule (62) 

61—^2 62(a2— 02)' 

C'est donc la quantité b' de Legendre, et l'on a 



VQs/ei—e^ = F(6', v), 



.„=V^È!f^F(.'.v). 



La deuxième formule (83) donne !^((^o) 

Ç(>o= v^éîj — e2E(6', V) — ^i^^o Jii!2_. 

or 

p' (;0 = — 2 s/C/^i'o — e,)(pPo — e2)(pPo — e3J ; 

donc 

= cotv 



•^Pt^O— ^2 v/62 — 
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On obtient ainsi 

S = 7r/(a''— c*)(6«— c*) E(//, v) -^ (pc^Q— ^i)c;q-4- rotv ^ — 

X . E(^>\v)-h —-.- ^ — , F(^>>) + cotv ^ 



4 S = Tt c« -4- TT fô v/a* — c» E( ^>', v) -+- --JÉ=-. F ( ^>', v)l 

L /«2 - c* J 





62 C« 




(a*- 


C«)(62_ 


-c') 


,v)-+- 


bc^ 


=--F( 



> 



L'identité de cette formule avec celle de Legendre se vérifie 
sans peine. 

Dans le cas de l'ellipsoïde de révolution, cette formule devient 

T.b^ i-hsinv 

8S = ïTra^H — : — loff -. — » 

sinv i — sinv 

si l'ellipsoïde est aplati {a = h)^ ou 

„ iT.ab . 

8S = — : (v H- sinvcosv), 

sinv 

si l'ellipsoïde est allongé (b = c). 
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VII. — RÉSOLUTION NUMÉRIQUE D'UNE ÉQUATION 

DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

La méthode indiquée pages 79 et suivantes pour Tinversion 
d'une intégrale elliptique constitue une véritable méthode de réso- 
lution de l'équation du quatrième degré. Bien qu'il existe des 
méthodes beaucoup plus courtes, nous allons en donner une appli- 
cation numérique à titre d'exercice et parce que nous rencontre- 
rons, chemin faisant, la plupart des calculs qu'on peut avoir à 
faire dans les applications des fonctions elliptiques. 

Expliquons en deux mots la méthode : par de simples change- 
ments de variables, on peut toujours mettre un polynôme Y du 
quatrième degré en y sous la forme [p{u H- v) — p w]^- La réso- 
lution de l'équation Y = o est ainsi ramenée à celle de 

(A) p{u-i-v) — pu = o, 
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qui donne immédiatement 



u = — - -\- niiU) i -h nii oii (A = Cl — «2)» 






'2 



On en déduit facilement les quatre valeurs de y en donnant 
à m, et à m^i les valeurs o et 1 . 

Nous prendrons comme exemple l'équation 

x^ — ix^—iox^-^- l'hx — e = o, 
qui, par la substitution x =^ t -\ — » devient 

% 16 

et il n'y aura plus qu'à poser 



I ^^u—^V 



(G) ^=- 

pour que l'équation précédente soit ramenée à Téquation (A). 
On a alors, en reprenant les notations de la page 80, 

1 23 23 45 

6 2 12 16 

^2=6l4-h3a| = —, 

Il s'agit maintenant de résoudre l'équation auxiliaire du troi- 
sième degré 

Le discriminant A a pour valeur 

•^-02 27^3- ^^^^ , 

il est positif, donc les trois racines sont réelles, et l'on trouve 
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facilement, par une méthode quelconque, 

ej — — - 2,o83333, 
63— 0,590973. 

« 

Calcul des périodes. — Cela posé, nous allons d'abord cal- 
culer les périodes de la fonction p{u', ^0^2» ^3)? suivant la mé- 
thode exposée au Chapitre VI. On a ainsi 

X =61 — 62=3,575693, logX = o,5533Go2, 



it2 = sin« ô =r 



2,674306 



3,575693' 

d'où l'on tire, par un calcul ordinaire de logarithmes, 

Ô = 59°5i'43',5 := 59^,862. 

La Table I fait alors connaître K 

K = 2,15286. 

L'intégrale complète relative au module complémentaire cor- 
respond à l'angle complémentaire 3o",i38 et a pour valeur 

K'= 1,68689. 

Calcul de v. — Il faut maintenant calculer l'argument p, donné 
par les formules (g) et (h) de la page 81 : 

23 , _ 

DP = — , p p = 3. 

Des deux valeurs de v comprises entre — (Oi et -f- (u,, données 

par l'équation pp = — > il faut prendre la négative parce que p'i^ 

est positive. 
La formule (63) donne 

snp /X = — ■===== = — sinp. 



y 12 



2, 083333 



Un calcul ordinaire donne pour cp la valeur 

o = 7o'>59'32^4. 



l56 CHAPITRE VII. 

Il s'agit d'en déduire v ^\; nous lisons dans la Table II, au 
croisement de la ligne qui commence par 70° et de la colonne qui 
commence par 55**, le nombre i,4484o* Pour obtenir la valeur de 
v^'k qui correspond à 6 = 69°, 862 et à cp = 'jo^5g'32"j je vais 
d'abord établir une formule d'interpolation ; appelons X une 
valeur quelconque de 6, Y une valeur quelconque de cp et Z la va- 
leur correspondante de v\/"k. Z sera une fonction de X et de Y 
représentée par une certaine surface; lia méthode d'approximation 
par parties proportionnelles étendue à l'espace consiste à traiter 
cette surface comme un plan. Soient alors 

Uq la valeur de Z. . . pour X = a" et Y = 6", 

«1 » ... pour X = a°-\- 5° et Y = b°, 

«2 « ••• pour X = a° et Y = è^^-t- 1°; 

l'équation du plan, passant par les trois points particuliers dont 
les coordonnées viennent d'être écrites, sera 



o 



Z — uo={ui—uo) — — h{u2— Mo) — -r^; 

d'où la règle suivante : 

L' accroissement de la fonction est égal à la somme des 
deux accroissements que fournit, pour une variable, la mé- 
thode des parties proportionnelles lorsque, laissant 6 ou <p in- 
variable, on fait varier Vautre de ces deux quantités. 

Appliquons ici cette règle; on trouve dans la Table 

Ml— Mo = 0,04601, M2— Mo = 0,02747, 
et nous avons 

X — a = 4% 86?., Y — 6 = Q\bQJii"= 0^,989; 

d^où 

Z — Mo= 0,07192, 

Ta= — V s/X = 1 ,52o32. 
Le signe moins qui précède p y/X a déjà été expliqué. 



- • — La marche inverse nous donnera p - 
2 ^ ^ 1 



-^=0,76016. I 
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On trouve dans la Table le nombre 0,75862, correspondant 
aux valeurs suivantes : = 55**, Çi = 4*°« La même règle d'inter- 
polation nous donnera, pour cpi, une valeur plus approchée; on 
a, dans ce cas, 

Y — 6 = — {\—a. 

Ui Mo ;>(W2— Wo) 

Mais la valeur de Y — b ainsi ol)tenue est négative; pour éviter 
une correction négative, qui, d'ailleurs, serait acceptable, pre- 
nons dans la Table le nombre 0,73801, qui correspond aux va- 
leurs suivantes : 6 = 55", cpi = 4o"» On a alors 

Ml — Mo =0,00557, Mj Mo =0,02061, 

X — a =4°j862, Z — Mo=o,o22i5. 

On en déduit , 

Y_^, = 48'4/, 

cpt=4o°48'4'2% 

logsincpi = 1,8152953, 
log ( P - — eA = logX — 2 log sincpi = 0,9227696, 

ç 

P <?2= 8,37085, 

P- =6,287517, 

Calcul de la première racine, — Dans la formule (C). rem- 
plaçons u par — -; elle devient 



et l'on aura 

2 



Il n'y a plus qu'à calculer p^ -y qui sera donné par la formule 



•'i=V(' 



V z =^1/ \P\-^') (^^""^0 r i ~^0' 
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3. Intégrer l'équation 
qu'on déduit de l'équation de Lamé en y faisant n = i. 






s'écrire 



4. Montrer que l'équation de Lamé, dans les notations de Jacobi, peut 

d^r 

-— ^ = [n{n -h \)k^ sn^x -h h]y, 

5. Étudier les mouvements à la Poinsot (voir Halphen, t. II, Ghap. II). 
Les équations du problème sont, en désignant par to, /?, gr, r la rotation 

autour de l'axe instantané et ses composantes par rapport à trois axes 
rectangulaires liés invariablement au solide, 

A^+CC-B)9r=o, 

B^+(X-C)pr=o, 

ôr 
C- ^{B-\)pq=0, 

avec 

p^ -\- q^ -h r^ = u)^ ; 

A, B, G sont des constantes. 
On en déduit, h et k étant des constantes, 

Ajd2 -t-B^2 ^_Gr2 = h, 

A2y,2 4_B2y24_ CV2= A'2; 

d'où facilement une équation de la forme 

^ = /2^2^2^2 = _4(eo2— 0)2) (0)2—0)2 ) (0)2— (0|). 

La fonction pu s'introduit d'elle-même, et l'on a 

P=Po\^pu- ex, 

q = ^ov/pw — «2, 



les équations du lieu du point de contact de l'ellipsoïde central avec le 
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plan fixe sont, pour le lieu sur l'ellipsoïde (polhodie), 

Aîarî-t-Bî72-i-Gî32= ^L2, 

L étant une longueur constante; et, pour le lieu sur le plan fixe, p et cp 
étant des coordonnées polaires, 



h \ . r p'v du 

^ k Ji- J P^ — pu 



n et pp sont aussi des constantes fournies par la discussion. 

Dans la notation de Jacobi, />, y, r sont, dans un ordre à déterminer, 
proportionnelles à snu, cni^, dni^. 

6. Étudier et discuter le problème du pendule sphérique avec les nota- 
tions de Jacobi (TissoT, Journal de Liouvillcj i852). On pose dans 

l'équation (e) 

Zi—z = {zz — z^)u'^, 

et l'on trouve 

^ ^ I I ZiZ-^ — >S2 ) 

M=:snX^, X= i\i' -- -• 



7. Exercice sur le pendule sphérique (Greenhill, traduction de 
Griess, p. 374). — Dans le cas particulier où l'on a en même temps -So= o, 
£ = o (Po horizontale), c'est-à-dire lorsque le pendule est lancé horizonta- 
le 
lement au niveau du point de suspension, l'expression ^ j ^ est pseudo- 

elliptique et, si Ton pose 

z = /cosO, 

on a la relation 



sinO sin( 4^ 1*) = —-^ y/cosG; 



dans ce cas, contrairement à ce qui se passe dans le cas général, Xj y, z 
sont toutes les trois des fonctions doublement périodiques du temps. 

8. Évaluer l'aire de l'ellipsoïde en employant, au lieu de la substitution 
employée dans le texte, la suivante 



""'S*^=3^>(P"-')' 



L. L. II 
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On trouvera 

8S: 

avec la condition 
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27:-|=:(ÇMo-f-«o) 



Les racines qui définissent pu sont 



3b^c^ 3a«c» 
e, = 1 -— , 63—1 r—y 

9' P* 



e,= i 7— (ei>e3>^î) 

P* 



(Résultat communiqué par M. G. Humbert.) 



•»oo« 



DEUXIÈME MÉTHODE DE CALCUL : EMPLOI DES SÉRIES. l63 



CHAPITRE VIII. 



DEUXIÈME MÉTHODE DE CALCUL : EMPLOI DES SERIES. — CAXCUL 
DES INTÉGRALES COMPLÈTES DE q ET DES PÉRIODES. — CALCUL 
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES DE Ça, DE (Tm, CONNAISSANT a, ET 
PROBLÈME INVERSE. 



Calcul des intégrales elliptiques. — Le développement en 
série de (i — k^ sin^ff) ^ permet d'écrire 



( r"^ do 

\ F(cp)=: / ■ - 



(a) ' -' ^'' 



I ,«, 1.3. . .(in — i) , -- 

^ a 2 . 4 ... 2 /i 



en posant 

9 



l2/t= / sinî'ïcptfç, 

et Ton sait calculer cette dernière intégrale par voie de récurrence. 
Si ç = -* on a l'intégrale complète de première espèce 

\2/ 2/ \2/ L ^ 4-. .2/1 J 

Mais ces deux séries ne seront utilisables que si k est petit; si k 
est voisin de l'unité, on pourra poser 

11 en résultera 

(i--Â:2sin2c>)~2 = (cos2<p-hA-'2sin2cp)"2= _l_/i— 1 A:'2 tang»cp -f- . . \ 
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et 

(b) F(y) = Jo-lj.A:-î-f-...^(-i)^l 'f;-^^~' j,.A:'î^ 

<£ JL » î\ » m t Jt lit 

en posant 

J2;,= 1 tang"»cp — '— = 1 sin^'^cp cos-^^-'cp tfcp. 
*/o coscp ^/^ 

Enfin, si A: n'est ni très petit, ni très voisin de l'unité, on 
pourra, par une transformation célèbre connue sous le nom de 
transformation de Landen, remplacer l'intégrale elliptique par 
une autre dont le module soit plus avantageux. Notre but n'étant 
pas de nous étendre sur le calcul de ces intégrales, nous nous 
bornerons à indiquer la règle, renvoyant pour la démonstration 
au Traité d'Analyse de M. Jordan, t. II, p. 112; soient tp un angle 

tel que 

sin(24' — o) = A:sincp 

et A*! un module relié à k par la formule 
qu'on appelle Véchelle des modules, on aura 

Le nouveau module est compris entre y/A* et i; on calculera de 

même un module k2 compris entre \/ki et i, et l'on finira ainsi 
par obtenir un module assez voisin de l'unité pour pouvoir uti- 
liser la série (b). Remarquons d'ailleurs que si k= i^ on a une 
expression qui s'intègre par les méthodes élémentaires; on trouve 

I — e^'* 
X = sino = — 



i-t- e 



tu 



On pourrait aussi passer du module A*! au module k et remonter 
l'échelle des modules en sens inverse jusqu'à obtenir un module 
assez petit pour pouvoir employer la série (a). Je n'insisterai 
pas sur ce sujet, qui présente surtout un intérêt historique. 
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Remarque. — SI A: = o, on trouve immédiatement 

a? = sincp = sinw. 

Calcul des constantes et des fonctions de Weierstrass 

{discriminant positif). 

Calcul de q. — Dans le cas où les trois racines sont réelles, il 
existe une période réelle (Oi et une période imaginaire CO2, et les 
fonctions 8 constituées avec ces périodes sont bien celles d'où 
l'on a déduit la fonction pu aux racines ^i, ^2, ^3. Nous allons 
d'abord calculer la quantité q 

Cette quantité est réelle et plus petite que l'unité, pourvu que 

■ 

— soit négatif et cette dernière condition peut toujours être rem- 
plie par un choix convenable des signes des périodes. Je vais 
même montrer qu'il existe toujours, sauf à intervertir les deux 

périodes que nous avons adoptées, une valeur de q inférieure à -• 

On sait en effet (48) que 

K 

0)1= _ » 

Or, en appliquant le théorème de la moyenne 



v/i — x^ 



' 2 



u est le maximum de , c'est-à-dire 

^i^k^x^ 



/i — A:* 
donc 

^1 < 7:/ r 



I 

77> 



k 2 y/gj __ gj 

De même 

iK! 

0)2 = 



v/«i — 



e% 
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et 

dx 



r dx 
K >m / 



K'>/n-, 

/n étant le minimum de , -t c'est-à-dire i . 

On tire de là 



e 



Or, des deux modules k et A', l'un des deux est toujours supé- 
rieur à -^i et nous allons préciser dans quelles circonstances ce 

fait se produira; concluons d'abord que, dans ce cas, on aura 



^ 9 

^2 



Revenons à la recherche des conditions pour que k soit supé- 
rieur à — > ou, ce qui revient au même, supérieur à k. Il faudra 

avoir, formules (62), 

;> « 

et, comme e\ — ^2 est positif, 

263 < 61-4-62, 

2 

la racine intermédiaire e^ devra donc être plus voisine de la racine 
négative e^ que de la racine positive supérieure e^ . S'il n'en était 
pas ainsi, on considérerait, pour un instant, la fonction 

^ Pi(^; —^1, —et, —es), 

dont le module complémentaire est kj qui remplirait les condi- 
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tiens voulues {voir p. 60) et dont le lien avec pu est si simple; 
appelons alors pour un instant 2,iù\ la période réelle, iîù^ la pé- 
riode purement imaginaire de cette fonction, la quantité 



"Kl — - 



q = e "• 



sera réelle et inférieure à -• Mais on sait [formule (X), Chap. IV] 

«7 

que l'on peut prendre 



(1)^ — — II0| , to'i — -T- 10)2 » 



— TCl 



le rapport précédent aura donc pour expression e ***"(*) et l'on 
voit que parmi les périodes constitutives des fonctions 6 et p il en 
existera bien encore deux, l'une réelle, l'autre purement imagi- 
naire d'où découle une quantité q inférieure à -; seulement la 

période réelle figurera au numérateur de l'exposant au Heu de 
figurer au dénominateur et la fonction constitutive 9 sera différente 
de celle employée dans le premier cas. 

Cela posé, une des deux formules [m) du Chapitre II, combinée 
avec (12) et (i3), permettra immédiatement d'obtenir q [cette 
formule (m) peut facilement être déduite des formules (62), (58) 

et (17)] 

*/ei 63 __ /7:7_02(0)_1 — 2^ + 2 ^*-f-... 



^; 



e\ — ej 03(0) I -h '2(/ -+- a^^-h. . . 

D'après ce qui précède on n'a plus nécessairement ici 

«1 > ^3 > e^ ; 

mais ^3 est toujours la racine intermédiaire, e^ est la racine la plus 
voisine de ^3. 

A la vérité le signe du radical serait ambigu, mais comme q est 
petit, le second membre est certainement positif, et il faut prendre 



Kl 

(' ) L'inégalité e *^ < 9, entraîne -^ < i; il est donc clair que — ■; est plus grand 

K 

tz — 
que I et, par suite, e *''>9. II n'y a donc bien qu'à renverser les périodes pour 

obtenir une valeur de q inférieure à -• 

9 
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le signe -h. Nous pourrons même, puisque nous cherchons la 

racine de cette équation qui est inférieure à-> négliger dans la 

fraction tous les termes qui sont à des puissances supérieures à la 
première et l'équation se réduira à 

d'où 



•2 



1 H- 



>/k' 



Calcul des périodes W| , wg, la^ , 712. — A partir d'ici il va falloir 
distinguer deux sous-cas : 

jo iç'-^/ç (ez<, ^*"^^^ j. — La valeur de ^r, donnée par l'équa- 

tion précédente, correspond à la valeur e ^^ .La formule (43) 
donne alors 

2(i)i = 31 TT — = liZ TT = — > 

V «1 — ^2 V ^1 — ^2 V ^1 — ^2 

et, puisque ^r est connu, on a immédiatement 



Oii 



^ Ly, 



0)2 = — i — Lût, 

le signe L désignant un logarithme népérien. A la vérité le loga- 
rithme ayant une infinité de déterminations, cette équation donne 
pour (O2 une infinité de valeurs; mais une seule est purement ima- 
ginaire, c'est celle qui correspond à la valeur réelle L^r. On trou- 
vera à la fin du Volume une Table des valeurs de logarithme or- 
dinaire de q, 

La formule (28) donne r\^ 

(D, e'"(o) 

et la formule (aS) 7^2 



I / TtA 



1"^ k <ik, — Dans ce cas la fonction 9 est constituée avec les 
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— lit — 



constantes q=e ***" et — (Og. Mais alors les hypothèses faites 
page 54 ne subsistent plus; au contraire, comme (1)2 est purement 
imaginaire, et prend la place de cof, on aura, par suite des for- 
mules {s') du Chapitre [V, 



^1<1 ^3< ^2' 



Les indices i et 2 se trouvent donc échangés tant pour les pé- 
riodes que pour les racines et la formule (4î>) fait maintenant 
connaître la période imaginaire 



2(i)s 



, 0!(o) .i-r-27 — 27* 

= r^ 1: ~ — = t: fc — ' 



\^ei — ei v^e, — et 



.a>i 



La formule q = e ^* donne (Oi, 



a> 



,=r i-^loQg, 



les formules (28) et (aS), tii et Tjs 



(D, 0'"(0) 



^*= i{ 



3 O'(o) 



Calcul de sum, cnw, dnw. — Les formules (46) donnent les 
valeurs des fonctions de Jacobi pour chaque valeur de u. Les 
fonctions 6 seront toujours remplacées par leurs développements 
(10, II, 12 et i3) en série trigonométrique, et dans ces dévelop- 
pements il suffira toujours de considérer un, ou au plus deux 
termes en q. 

Calcul de c^ w, Çw, pM. — C'est encore la définition qui suffira 
pourrfw 

du — e^^' 



O'(o) 



Pour avoir î^w, on recourra à la formule (34), qui d'ailleurs se 
déduit de la précédente par dérivation logarithmique 

(1)1 Om 
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La formule (58) fournit la valeur de pu 



n^u e'o\' 

pw = eai-\- -5 — - — 



et l'on choisira pour a la valeur 1, 2 ou 3 qui semblera plus com- 
mode pour le calcul. 

Remarque, — Dans le cas où u est très petit, il est possible 
d'obtenir les valeurs des fonctions de Weierstrass en fonction des 
invariants par des formules directes. Nous avons vu, en effet (43), 
que 

P W = — - -H C2 W2 -f- Ci m'* H- . . - 

d'où 

p'u = -i- 2 C2 W -4- 4 C4 W3 -4- 

Or 

on a donc, en égralant les termes en — et constant, 
' ^ W2 ' 

^^2 ^ gz 

C2 = — > C3 = — - , 
20 28 

et les autres coefficients Co, Cg, ... s'obtiendront à l'aide de 
l'identité 

qui fournira une relation entre deux coefficients successifs. On 
trouve ainsi 

U2 20 28 2*. 3. 52 2*. 5. 7. II 

En intégrant on aura successivement Ça et rfa 

Y ^ ^2 , C4 

u 22.3.5 22.5.7 2*.3.:)2.7 2^3.5.7.11 



C 



U — Ue ^^^ ^" ^ = M(l-^ Û?iM*-l-â?2"^-+-^3W*-^.--)» 



"' 2V.3.5" 29.3.5.7'' 2«.32.5.7" 2-^.32.52.11 "" 
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Les constantes qu'auraient pu introduire ces deux intégrations 
successives sont déterminées par la condition que ^u s'an- 
nule pour M = o et que la valeur principale de du soit u pour u 
infiniment petit. 

Deuxième remarque. — Dans les mêmes conditions, c'est- 
à-dire pour u très petit, on peut obtenir le développement des 
fonctions de Jacobi en fonction du module k^. L'équation d'où 
nous partirons est l'équation (G4) 

dans laquelle il suffit de remplacer x par un développement de la 
forme 

pour obtenir les valeurs de C|, Co On trouvera ainsi 

Cl = 1 -h A», 

C2= i-Hi4X:'-f- A:*, 

C4==i-f-5478A-*-+-i2'28A:* i -4- A:*) -4- A:«, 

De même si l'on pose 

, a* , a* 

en M — I — di — -f- a j -— ; f 

I . jt 1.2.3.4 

dnu = i-~fi- - 4-/2 



on aura 



1.2 1.2.3.4 

c?, = i, 

C?3 = I-T-Il(2^)*-r-(2X:)S 

d,, = I -Hi02(2A:)2-f- 57(2^:;^ H- (2X:)6, -^ 



/3 = A:'2(A:*H-ii.2U2-h'2*), 
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On peut remarquer que, si l'on néglige les puissances de u su- 
, . , , ... i ^ y siii(M v^i -+- A:^) 

périeures ala troisième, sn w est éeral à — , > en a a cosa, 

ànu à i^osku. 

Problème inverse. — Connaissant pu, calculer u. 

Il s'agit de résoudre l'équation 

px = a. 

De la formule (58) on déduit 



d'où 


\/p u Ci 

sipu — ei 

62(37) e,(o) 
03(37) 03(0) V 


OîW 03(0), 
Osa 62(0)' 


(c) 


/a — e? ___ _ 

CL — 63 



Je suppose d'abord a réel et plus grand que les trois racines. 
Nous savons alors qu'il y aura une infinité de valeurs réelles de x 
satisfaisant à la question i^fig. i), et si, pour préciser, j'appelle Xq 
la valeur comprise entre o et (0|, toutes les autres seront données 
par la formule 

(c?) 37 =dza7o-H ^miWi; 

il suffirait d'ajouter 2/^2(02 pour avoir toutes les valeurs imagi- 
naires. Cela posé, dans l'équation (c), remplaçons 02(^) et ^z(^x) 
par leurs valeurs tirées des équations (12) et (i3) 

ira? , l'K.x . ^ 37ra7 
I — %q cos h 2 ûT* cos iq^ cos h . . . 

(e) ^' "^ ^ = ± A. 

Ts.x , iTzx „ 37ra? 
IH- 2 ûT cos h 2 7* cos h 2 ûT^ cos h . . . 

27:37 



Si le module est inférieur à -— > y sera inférieur à - et 2 y* cos 



y/a ^ 9 ^ «*>! 

à 2--; l'équation précédente peut donc être réduite à la suivante, 

où l'on a supprimé le signe — , évidemment inadmissible, 

TZX 

I — iq cos — 
^=A, 

TZX 

1 -r- 2ûr cos — • 

0)1 
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d'où l'on tire 

, . TZX l I — A 

cette équation donne bien toutes les valeurs fournies par la for- 
mule (rf). 

Nous avons supposé le module A* inférieur à A'; dans le cas con- 
traire, puisque 0)2 joue maintenant, dans la définition des 0, le 
rôle de ci)<, la formule (c) s'écrit 






avec 



^r = e 






Or on sait que l'équation px = a admet une racine et une 
seule, comprise entre zéro et (0| ; pour cette racine x, on aura, 

comme -.- est positif. 



< > 

27ri— 1 



donc le troisième terme de l'équation précédente est inférieur à 
q* ( i -\- —2) > Gl, par suite, avec une approximation égale à ^ en- 
viron, on pourra réduire l'équation à 



ou 

7Cf J TCi'.r 

e^ -H e~ ***« = 



%q I -r- A 

Cette équation fera connaître deux valeurs inverses Tune de 
l'autre pour e ***' ; il leur correspondra deux valeurs réelles pour x 
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deux à deux égales et de signes contraires qui coQviendront l'une 
à l'autre. Si, par exemple, on a 



•KIX 



e "*» = a, 
on trouvera 

a? = ± — . L a = dz a?o. 

TZl 

Supposons maintenant a compris entre les deux plus petites 
racines €2 et e^ (^3 > ^2); on sait que (02 désignant la période 
imaginaire, il existe pour x des solutions de la forme co2-i-y. La 
formule (5g) permettra d'obtenir y par la méthode précédente, 
car on aura 



py = ^2H- 



p{(xi2-hjr)—e2 



(e^ — ei)(e3—e^) , 

= e2H = à. 

a — €2 

Si a est inférieur à la plus petite racine ou compris entre les 

deux plus grandes, on posera x = iy et l'on déterminera y par 

l'équation 

Piyi — ei, — ej, —63) = — a, 

par application de la formule (67); — a sera supérieur à la plus 
grande racine ou compris entre les deux plus petites. La méthode 
précédente s'appliquera donc. 



Calcul des constantes et des fonctions de Weierstrass 

{discriminant négatif). 

Nous avons rencontré, si les racines de 4^' — §2^ — gz=^o ne 
sont pas réelles toutes les trois^ une difficulté qui tient à ce que 
les périodes réelle et purement imaginaire ne peuvent plus servir 
à constituer une fonction d'où l'on déduirait la fonction pu dé- 
finie par l'équation 

Nous avons vu, page 98, que, dans ce cas, les périodes fonda- 
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mentales à choisir étaient les quantités définies par les formules 

to = > 

•1 

(Ot — w, 
O) = • 

1 
Ce sont les constantes constitutives de 0, et l'on aura 

.0)' 

Tll — T 

q TTz e . 

Si donc on calculait ^ par les méthodes indiquées dans le cas 
des racines réelles, c'est cette valeur que nous obtiendrions ; elle 
est imaginaire, ainsi que w' et to". Nous allons parvenir aux valeurs 
de co< et CO2 par des séries réelles, en procédant comme dans le 
Chapitre VI. On vérifie aisément (voir exercice 1, Chap. VI) que, 
si l'on pose, en conservant les notations de la page 90, 



y^Tzz 3ei-+-2ll, yt— 3^1 ~2H 



e'. = 2ZL-_Z?, e\=.^-y^-Zyi, ei.--^:i^ (e'. > e'» > e'.), 



et enfin 



A. I — jYï ' ^1 — ' — TTi ' 

•24" -'• 4" 

j^r- j3(m; c'i, e'2, e'3) — ^3, 



la fonction pw aura pour périodes réelle et purement imaginaire 
les moitiés des périodes réelle et purement imaginaire de pw. 

En d'autres termes, si l'on appelle iiù\ et ikù^ les périodes de j3a, 
on aura les relations suivantes, où nous avons fait figurer à nou- 
veau les périodes primitives de pw, 



2Wi r= tOj = w'-l- (X)*, 

2 W 2 — W2 ~ 0)' -f- W", 



pw — Cl '^ pw — <?1 

(*) Les relations entre les périodes peuvent s'écrire : 

2 0)' = 2 0), -h 2(«>2, 

2 (O" = — 2 a)', 4- 2 Wj , 

et Ton a ici un exemple du problème de la transformation, qui consiste à cher- 
cher des relations entre des fonctions pz/ à périodes déduites les unes des autres 
par des substitutions linéaires : la transformation ici est du deuxième ordre, 
parce que le déterminant de la substitution a pour valeur 2. 
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Les périodes 2tù\ et 20)2 étant évidemment primitives pour pa, 
les méthodes données dans le cas des racines réelles subsistent. 
Ainsi posons 






^' ^ Ci)i >, Cl) 

q = e "'i = 6 *" 



et, pour fixer les idées, supposons 



on aura 



^î<~ (ei>o), 






5» 



I 



v/^'i 



01(0) _L (l-^2ûr-f-2ûr*-i-...)S 



les fonctions étant constituées avec les périodes 2.iù\ et 20)2, 



0)2 = — l — Lût . 

Pour avoir les constantes t\\ et 7^2, je vais chercher leurs rela- 
tions avec les constantes t)'^, r{^ relatives à la fonction pw, con 
stantes données à la page 168, 

Intégrons la relation {g) et déterminons la constante de ma- 
nière à n'avoir pas de terme constant dans le second membre ; il 
vient, en se rappelant que (Sg) 

H* 

= p(M-f-a),) -e, = p(a — w,) — e,, 



pu — ex 

La fonction Ça correspond aux périodes 2(ù\ et 2(ù[^; elle prend 
donc la valeur ri\ pour w =r co'^ = — . On a ainsi 

I 

ri\= -^10)1-4- 7)1, 
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et celte formule fera connaître Tj|. On aura enfin r,2 par l'ëqua- 
tibn 

que l'on déduit facilement de la formule (ao ) 



Tj u) — r, u) = - 



'X 



Le lecteur verra sans peine ce qu'il y a à faire dans le cas où k\ 
est supérieur à -• 

Calcul de pu, ^u, 'iu, connaissant u. 

i" pu. — On commence par calculer pu; k cet effet, puisque 
les racines de pu sont réelles, il suffira d'appliquer la formule (58) 



pu= ea-+- 






les fonctions correspondant aux périodes 2(ù\ =^ (o< et aw^^ (O2. 
Il ne reste plus qu'à utiliser Téquation (g) ; cette équation don- 
nera pour p u deux valeurs. Il est évident qu'une seule conviendra ; 
dans chaque problème particulier, il sera facile de distinguer la 
solution à employer; par exemple, si u est réelle, une des valeurs 
données par l'équation sera supérieure à ei + H et l'autre infé- 
rieure, tout en restant plus grande que ^|. 

2° ^u, — Ayant calculé ï,u, comme il a été indiqué dans le cas 
des racines réelles, la formule (h) fera connaître ^u; en effet, en 
se servant de l'équation (4o)? où l'on fera p =:= — o),, elle devient 



— } 

-ei 



tu = itU'^exU-\ - =^ 'yXu-\~ CiU-^i/ ^^ 

N -» "» 2 pW —Ci \ pu 

et, dans cette formule, tout est connu sauf ^u. 

3° a'w. — Pour calculer (3* ?<, nous allons la rattacher à la fonction 
<iu, qui correspond aux périodes 2iù\ et aw!, ; il suffit pour cela 
d'intégrer l'équation (A) de manière que les deux membres aient 

L. L. 12 
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la même valeur principale pour u infiniment petit 

logo'M = loga'M-+- log3'(M — wi) H ^f\\U — loga'(— a>i); 

d'où Ton tire 

■- (^U^(u — Wi) ^i"-»-— r- 

0*1^ = — ~e ' ; 

s'a)! ' 

or l'équation (58) donne 

c'a)! ^'^ * 

On aura donc, le signe du radical restant à fixer par la con- 
naissance du signe de u^ 

Le discriminant de du est positif; on sait donc calculer le pre- 
mier membre (p. 169). On connaîtra par suite d u^ tout étant 
connu dans le second membre, sauf cette fonction. 

Problème inverse. — Résoudre Inéquation px = a. 

La formule (g) donne la solution immédiate; on est, en effet, 
ramené à l'équation 

et ce problème a été traité dans le cas du discriminant positif. 

Remarque. — Dans tout ce qui précède, nous avons sup- 
posé q et pu toujours réelles, comme cela arrive dans les applica- 
tions. Le lecteur trouvera dans le Cours d^ Analyse de M. Jordan 
(t. II), la démonstration de ce fait qu'il y a toujours une valeur 

de g dont le module soit inférieur à - et une valeur de z = e 
pour laquelle on aura 






9' 



l 



'<\q\'-^\9\'' 



Sous le bénéfice de ces observations, la méthode indiquée 
page 172 subsiste tout entière, et Ton obtiendra x par la for- 
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mule (/) dans laquelle il faut entendre que le cosinus peut être 
imaginaire et remplacé par sa valeur en fonction d'exponentielles. 
De même le signe de A dans le second membre n'est plus déter- 
miné et ne sera choisi qu'a posteriori cl par la condition que la 



7ZIX 



valeur trouvée pour e **** satisfasse bien à l'inégalité, admise par 
hypothèse, 



I 



I 2 j q 



{Application numérique. — Voir la Note IV.) 



Exercices sur le Chapitre VIII. 

1. Soit la série des modules donnés par réchelle de Landen, 
A: = sin6, Â:i=sin6i, ..., Ap=sin6^, 
les angles Op et ^p-\ sont relies par la formule 



tangï-^ ^sinÔ;,; 



kfi tend vers zéro lorsque n croît à l'infîni. 
Démontrer la formule 

7C ,0 ,0, ft, 

— — = cos' - cos* ■— cos* — . . 

2K 1 '1 '1 

Application : = 45**; on trouve K = i ,8540747. 



2. Aux notations de l'exercice précédent joignons les suivantes : soient 
7* 711 ?S} • • •> ?/» des angles tels que 

tang(c?;,— (p^_i) = X-;,_i tangcp;,_, ; 

le module complémentaire k',^ tendant vers un lorsque n croît à l'infini, 

démontrer que — a une limite et que 
^ a'* 

F(o, k) = r- =^ ^ ^lim g-". 



*o V^i — A:-sin*o 
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Ces deux exercices sont empruntés aux Principes de la théorie des 
fonctions elliptiques de MM. Appell et Lacour, Chap. X. 

3. Établir la formule suivante, dans laquelle a= rf^'-^-TJ» 

snw = M — aXra ^i -4- {iky-{a'^-\- 3) y-, — (2^)Ha^-H 33a) ^ H-. . . . 

En général, montrer que c„, d^^ fn désignant, comme dans lie texte, les 
coefficients du terme général du développement de snw, en m, dnw, on a 



fn{k)^k^nda(^^y 



Enfin Ca est une fonction de a multipliée par â:^'*. 

Pour démontrer ces théorèmes, on s'appuiera sur ïes identités faciles à 
établir 



in ( ku^ 7 j = A: sn ( m, k ), 
;n (ku, T ) — dn(w, k). 



Pour le dernier théorème, on fera les deux substitutions simultanées 



X u 

snw = — ..^^ u = 



sji k yji k 

qui transforment l'équation différenlielle de snw en 

et l'on comparera le développement fourni par cette équation au premier 
développement; obtenu. 

-4. Appliquer les méthodes du Chapitre VIII au calcul des racines de 
l'équation résolue dans le Chapitre VII 

x^ — ix"^ — \ox^-\- 'ilx — () = o. 
5. Résoudre l'équation 

X''* — IX"^ 3x2 — 2 07-4- 6 = O, 

à l'aide des Tables de fonctions elliptiques. 
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6. Etablir les formules 



^-^ fin tri — • 



-Il -i- Cl — 1 — T~ 



ri» — l^^fv/^ •••# 



7:1- 
10. ^ 



- - TT I - - 



»«*»* 
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F(-5) n'ayant que des pôles dans la même région; on aura 

— - rcp(^)DlogF(z)ûf^ = S[jLcpa — 2vcp(P), 

en désignant par a un zéro d'ordre a, et par ^ un pôle d'ordre v. 
En particulier, soit cp(^) = i, on a 

(a) -i-. fD\osF{z)dz = M — ^; 

M nombre des zéros, N nombre des pôles. Soit '^{z) ^= z, 

(b) ~fzD\os¥(z)dz = S — T, 

ITZl J 

S somme des zéros, T somme des pôles. Dans ces deux derniers 
théorèmes, les zéros et les pôles doivent être comptés chacun 
autant de fois que le comporte leur degré de multiplicité. 

Voici maintenant l'application de ces théorèmes aux fonctions 6 
et aux fonctions elliptiques : 

Première application. — Dans la formule (a) prenons pour 
F{z) la fonctioii O(^) et pour contour d'intégration un parallélo- 
gramme, dit parallélogramme des périodes ( * ), ayant pour 
sommets les points Zq, z-o-i- 2(i)< , Zq-{- 20)2, Zq-\- aw^ -\- 20)2. On 
trouve un pour valeur du premier membre de l'équation (a) en 
appliquant les formules (1 5) et (16); la fonction n'a pas de pôles, 

donc 

M = i. 

Ainsi, dans un parallélogramme de périodes, la fonction 6 
n'a qu'une racine; par exemple, dans un parallélogramme ren- 
fermant l'origine, il n'y a pas d'autres racines que z = o, et comme 
on peut couvrir tout le plan avec de pareils parallélogrammes, en 
prenant comme sommets tous les points d'affixes 



( ' ) Nous prendrons toujours dans ce qui suit un parallélogramme élémentaire, 
c'est-à-dire qui ne puisse pas être remplacé par un parallélogramme de périodes 
A aire plus petite. 
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tous les zéros de ^{^) sont donnés par la formule ( * ) 

Deuxième application. — Dans la formule (a) prenons pour 
F(s) une fonction elliptique aux périodes 2(o< et 20)2, et pour 
contour d'intégration un parallélogramme de périodes. Le premier 
membre est nul; donc, pour toute fonction elliptique, te nombre 
des pôles dans un parallélogramme de périodes est égal au 
nombre des zéros. Ce nombre s'appelle V ordre de la fonction. 
La somme des résidus relatifs aux pôles situés dans le parallé- 
logramme est nulle : cela résulte du théorème II. 

Ainsi, pu A un pôle double à l'origine, donc deux zéros dans un 
parallélogramme de périodes; p' u a un pôle triple (^) à l'origine, 
donc trois zéros dans un parallélogramme de ])ériodes (p. 4o)j 
snw, qui a pour périodes 4K. et 2/K', a, dans un parallélogramme 



hig. '.îo- 




très voisin du parallélogramme dont un sommet est à Torigine, 
deux zéros o, 2K, et deux pôles iK', /K'+ 2K; enfin en w, qui a 
pour périodes 4K- et 2R4-^ïKl', a, dans un parallélogramme 
analogue, pour zéros, K et 3K, pour pôles, iK' et «Jv'-H 2K 

{Jig. 20). 

Troisième application, - Dans la formule (b), supposons de 
même F (5) doublement périodique et prenons encore pour con- 



(') Comparez formules (5) et (/), Chapitre II. 
(') Dans le voisinage de l'origine on a 



P « 



w 



- -i- série entière, 



X)' u -■ -i- série entière. 

m' 
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tour (l'intégration un parallélogramme de périodes ABCD {Jig* 21). 
Le premier membre de (6) pourra s'écrire 

— . r[^DlogF(^)~(^^2aj2)DlogF(^-f-2a)2)]û?^--^[logFW]^; 

^* J k\\ 2 714 



^•""-'AB 



or l'égalité, déduite des formules d'Euler (p. 3), 

^x-^^kizi ^^ qx :=z y 

nous montre qu'un nombre y a une infinité de logarithmes 





/ 


Fig. 21, 


-y 


•.^ 


/ 




-4 



a: + ikTzi et par suite que, F(;j) reprenant la même valeur en A 
et B, 

Donc le premier membre de (6) prend la valeur — 2 A'Wo, c'est- 
à-dire une période, et Ton a ce théorème : 

Pour toute fonction elliptique la somme des pôles dans un 
parallélogramme surpasse la somme des zéros d^ une période . 

Quatrième application: décomposition en facteurs; décom- 
position en éléments simples, — Mais la plus importante des 
applications est celle qu'on peut faire à la construction des fonc- 
tions elliptiques. Je remarque d'abord qu'une fonction elliptique 
f{z) qui n'a pas de pôle dans un parallélogramme de périodes 
est une constante; en effet, d'abord elle n'a pas non plus de zé- 
ros (vofV Deuxième application), ensuite la fonction y (5) — const. 
est une fonction de même nature qui ne peut pas non plus s'an- 
nuler, et l'on voit que f{z) n'existe pas, en tant que fonction 
elliptique; elle peut être une constante parce que, dans ce cas, 
la démonstration du théorème général sur lequel nous nous 
sommes appuyé n'existe plus. 

Cela posé, proposons-nous de trouver une fonction elliptique 
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qui ait pour pôles 

^i> ^î» • • • » ^/»> 

et pour zéros (en nombre égal) 

On sait que 

Sa/ = 26/ i- 2a>. 

La fonction, dans laquelle A désigne une constante, 

a'(a — bi) (^{u — bi). . .(fiu — bn- - aw) 



(c) /(«) = A 



c'( M — eii) ^{u ■ Ut) . . . <T(u — a,i) 



est une solution ; en effet, elle admet bien les pôles et les zéros 
donnés et de plus elle a les périodes 2Ci)| et 2 C02. Pour montrer ce 
dernier point, appliquons la première formule (29) 

gîY)a(«M-A,-Aj.,.—A„+/î 0)01—20)) 

yC M -t- 2 Wfli ) —f(u) — ; 7- ~ fiu), 

•^ ^ " ./ V / ^Jr,a(wa— a,— aj... -a„-H/iO)a) -^ ^ ^ 

Et, sauf un facteur constant, il n'y a pas d'autre solution; car 
le quotient de toute nouvelle solution par/(w) serait une fonc- 
tion elliptique sans pôles ni zéros, c'est-à-dire une constante. 

Dans les notations de Jacobi, c'est la fonction 6 qui remplace 
la fonction a*; on a donc pour solution 

, ^{u -bx)^(u — bi)...^{u--bn — '>.t»i) 

Par exemple, décomposons pu — pi^ en facteurs; la fonction 
de Uypu — p(^, a, dans le parallélogramme des périodes qui a l'ori- 
gine pour centre, un pôle double, l'origine, et deux zéros qui 
sont évidemment (^ et — ç^. Donc, d'af^rès la formule (c), on doit 
poser 



pu—pv = X 



c^'^u 



— » 



et il n'y a plus à déterminer que A ; or, si l'on suppose u infini- 
ment petit, la partie principale du premier membre est — , celle 

du second membre r ou r— ^: en les égalant, on trouve 



0-5 C 



id) 
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Donc enfin 

C'est la formule (32'), p. 4i- 

Le problème de la décomposition en éléments simples est le 
suivant : 

Trouver une fonction elliptique connaissant ses pôles et la 
partie infinie de son développement aux environs de chacun 
d^eux. 

Si a est un pôle, on sait que la fonction /(a) est de la forme 

f(u) — 1 ^ — --h...-{ ^ h fonction holomorphe, 

# 

de même dans le voisinage du pôle donné 6, on donne la partie 
infinie 

Gela posé construisons la fonction tp ( u) suivante : 

<?(«)= A,Ç(«-a)-A,r(«-a)+— r(«-«)+--t-(-')«-'r^r>T^'"""^"" 

1.2 ^ A I r . 

-HB,Ç(«-6)-B,r(«-*) + + (-i)M j^^ ?<?-"(«- 

-4- 

Je dis d'abord que '^{u) est une fonction doublement pério- 
dique; toutes les dérivées étant elliptiques, il suffit de considérer 
la somme '|(w) des premiers termes de chaque ligne 

<^(m) = AiÇ(w — a)-+-BiÇ(w— 6)-l- 

On aura alors, par application de la formule (35), 

mais (Deuxième application) la somme des résidus A^ -|- Bj -j- ... 
est nulle : donc ^(w) est une fonction elliptique et, par suite, 
'^{u) aussi. De plus cp(w) admet les pôles a, 6, .|. . . Enfin, comme 



\ 

\ 
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on U 

t (u — flr') = - -- fonction holomorphe, 

u — a '^ 

•••••••••• 5 

la partie infinie de <f(u) dans le voisinage du pôle a sera bien 
celle qui était donnée; 'f (w) est une solution du problème el, 
sauf Taddition d'une constante, il n'y en a pas d'autres, car la dif- 
férence /(m) — 'f('^) étant une fonction elliptique sans pôle ne 
peut être qu'une constante comme on l'a montré au commence- 
ment de ce paragraphe. La solution générale est donc o(w) -f- c. 

La forme de la solution est la même avec les notations de Jacobi, 
la fonction Zw de Jacobi ne différant de la fonction ^u de Weier- 
strass que par un terme en u qui disparaît dans la somme ap- 
pelée par nous o(u). 

Le beau problème que nous venons de résoudre, dû à M. Her- 
mite, a reçu de cet illustre savant de nombreuses applications; il 
est aussi puissant comme instrument de recherches que comme 
procédé de démonstration. Etablissons, par exemple, la formule 
d'addition (07) de la fonction pu : la fraction 



ç(w) -- 7 ' 



P^ 



admet comme pôle w = — {? et u=^ o (u=^ v n'est pas un pôle 
annulant les deux termes de la fraction et n'annulant pas le rap- 
port des dérivées). 

Ces pôles sont doubles et, de plus, on a, dans le voisinage 
de w = o, 



P^ = :r2 



I 



9. 

03 



« • • « 



I • • • î 



pu 

çp(M)= -^ -^ fonction holomorphe. 
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dans le voisinage de u =^ — r, à cause de 

pu =p{—V'hu-\-v) = pç—{u-hv)p'v -h .., 
o(m) = ; — H- fonction holomorphe. 

' ( M -h (^ )' ^ 

On doit donc poser, en appliquant la formule (rf), 

?(w) --- 7 (^-^^^— *^y = - C'(" -^ i') - Ç'( w) -^ const. 

= p(u-^v)-h pu -Hconst; 

Pour trouver la valeur de la constante il n'y a plus qu'à faire 

u=z o après avoir retranché ~ dans les deux membres; le second 

devient pç^-f-const. Quant au premier il peut s'écrire successi- 
vement 



= —{—l— U^p'v—. . . ) (l — W'PV' -H. . .)-^ 




= ^(— 2~...)*(l-^2WÎpp-f-...)t 



I 
W2 



= :Ti-^2pi>; 



par suite la valeur de Ja constante est p\f et l'on a 

I /p'u — p'vY / 

-[- ^— ) =p(u-i-v)-h pu-hpu 

4 V pw— pi' / y r r 

ce qui est bien la formule (S^). 

Troisième procédé. — Enfin le même théorème permet d'ex- 
primer toute fonction elliptique au moyen de fonctions pw et p'«. 
Trois cas peuvent se présenter : 
I** La fonction f{u) qu'il s'agit d'exprimer est paire. Soient 

alors 

aij aj, ..., an ses zéros, 

^ii ^2> ••-1 bp ses infinis, 
non congrus à zéro. La solution est évidemment 

•'^ ^ (pu — pôi)(pu — pb2)...(pu — pbp)' 
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la démonstration s'établit comme pour la formule (c). Si Torigine 
n'est ni zéro ni pôle, pz=z n, 

2" La fonction f{ii) est impaire, alors son quotient parp'i^ est 
pair et l'on est ramené au cas précédent. 

3" y(w) n'est ni paire, ni impaire ; on peut la considérer comme 
somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire 

et l'on sait exprimer chacune de ces fractions en fonction ration- 
nelle de pw et de jd'm. 

• 

Multiplication de l^ argument, — Ce sont encore les mêmes 
théorèmes qui permettront de calculer la fonction elliptique /(/iw) 
en fonction de f{u). D'abord la formule de décomposition en 
éléments simples permet d'écrire immédiatement 

n'p/iM = pw -r- y^y> ( w H I -h Ci, 

le signe \^ s'étendant à toutes les valeurs entières de m^ et m^-, 

non nulles en même temps, de o à /i — i; en elfel, les deux 
membres ont les mêmes pôles et les mêmes parties infinies pour 
les développements aux environs des pôles. Intégrons les deux 
membres de l'équation précédente, il vient 



/iÇ/im = Çw-h\mw 



-7- I — Li W -f- Lj • 



n 



L*addition de 2a)| à l'argument u augmente le premier membre 
de imnrii et le second de n^ ir^^ — 2C(o^ ; donc C est nul, et l'on 
a la première formule de multiplication 

, . * _ V^ / 2/ni 0)1-1- p.mjiOîX 
(e) /i«p/ia = pM-+-^p ( WH y 

Pour établir une autre formule, je partirai de la formule (32^) 
dan& laquelle je remplace u par mu et v par nu] elle devient 

{/) pmu — pnu= —» 
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Introduisons une fonction auxiliaire 






(o'a)''' 



qui est une fonction périodique de périodes aco^, 2(02, qui a l'ori- 
gine pour pôle d'ordre n^ — i et qui a n^ — i zéros simples com- 
pris dans la formule 



n 



où m^ et 1112 peuvent recevoir les valeurs o, i , 2, . . . , /i — i , sans 
pouvoir être nulles en même temps. 
L'équation (/) s'écrit 

et l'on aperçoit facilement que l'identité 

{pmu — pnu)-\- (pnu — plu)-^ (plu — p mu) = o 

fournira entre les fonctions ^ une relation de récurrence qui per- 
mettra de calculer une quelconque d'entre elles connaissant les 
premières. Or les valeurs de ces premières ont été données page 7 1 
(Exercices H et 12), on peut donc considérer ^«(w) comme 
exprimées en fonction de pu et de p'u. 

Alors la formule (g) constitue une formule de multiplication 
pour rfw, et il suffira de faire n = i dans (h) pour avoir une nou- 
velle formule de multiplication pour pu 

(0 pmu = pu — — 

La dernière fraction est, comme cela résulte de (^), une fonction 
elliptique paire de u] elle s'exprime donc rationnellement en 
fonction de pu. Il en est d'ailleurs de même de la fonction ^n{i^) 
si n est impair, ou de son quotient par p^ u si n est pair, parce 
que, dans le premier cas, de ^«(w) est paire; dans le second, im- 
paire. La fonction rationnelle sera même ici entière, parce qu'il 
n'y a pas d'autres pôles que l'origine. En remplaçant dans l'iden- 
tité 



l 
s 



^ 



l 
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du y dnu et pu par leurs développements en séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de Uy on pourra déterminer les 
coefficients de ^,^(w) qui seront ainsi des fonctions entières des 
coefficients des séries précédentes ou de g^ et de ^3. 

Addition des fonctions de Jacobi. — La même théorie permet 
d'obtenir rapidement les formules d'addition de sn w, cnw et dnu. 
Elles se déduisent d'une même formule 

(y) . cna = cnw cn( w — a) -^snasn(// — a)dna, 

qui se démontre sans peine. En effet, considérées comme fonction 

de u, les deux quantités 

sn^^ sn(^^ — a) 
et 

cnucn(u — a) — en a 

sont doublement périodiques aux périodes 2 K et 2iK'] elles ont 
deux pôles dans un parallélogramme de périodes, savoir les zéros 
simples de O2W et de 02(w — a) (form. /[G), Elles n'ont donc aussi, 
dans un même parallélogramme, que deux zéros qui s'aperçoivent 
immédiatement et qui sont les mêmes pour les deux quantités, 
savoir zéro et a. Le rapport de ces deux quantités est donc con- 
stant et l'on a 

A snusn(u — a) = cnu cn(u — a) — en a. 

Pour déterminer A, je ferai a y/X = a)< = Ky/X, et il résulte des 
formules (46)> ("7) et (i4) que 

. en a 
— cna = A-; — , 
dna 

A — — dna. 

La formule (y) est donc démontrée. 

Il n'y a plus qu'à remplacer dans cette formule a par — v; et à 
échanger ensuite ç^ et u pour avoir deux équalions, d'où l'on 
tirera sn(wH- (^) et en (w H- i^). On trouve ainsi 

cn^n — en^p 
sn(M -h v) = 



snv cnuônu — sn a en p dn p ' 



en multipliant haut et bas parla quantité conjuguée, on retrouve 

L. L. i3 
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aisément la première formule de la page 68 (Exercice 8). Il suffit 
de remarquer que cn^ u — en* v = sn*-* v — sn* u et que 

sn*p cn^Mdn^w — sn*wcn*(^ dn*p = (sn*p — sn*a) (i — k* sn* w sn*(^). 

cn(a + v) s'obtient de même, et la formule (y) permet alors, 
en y faisant a = a 4- ^, d'obtenir dn(u-\- ç). 



NOTE I. 195 



NOTES. 



i. 

Nous avons indiqué page 81 un théorème général qui permet 
de reconnaître si une intégrale algébrique peut être ramenée aux 
fonctions elliptiques, et nous en avons déjà rencontré page i23 
une intéressante application. En voici quelques autres cas parti- 
culiers. 

Les deux intégrales suivantes ont été étudiées par M. le comte 
de Sparre (*) qui a cherché des procédés de réduction n'en traî- 
nant pas de calculs compliqués : 

F(T)d:r 



J V^Aa?^ 



H- Bj^a-f- Cx^-h Dx-i-F 

F(x)dx 

v/(Aar*-h Ba73-h Ga7*-+- Dx -h Fy 



Le procédé que nous avons indiqué page 78 peut s'appliquer aux 
deux intégrales I< etl2; nous supposerons donc que la quantité 
sous le radical ait la forme 

quant au numérateur, en l'écrivant F, (x^) -i- ûoFt (x^) et en rem- 
plaçant, dans les intégrales correspondantes à F< (^-), x par -» 

on voit que finalement on n'a à considérer que des intégrales de 
la forme 

/(x^dx _, r f(x^)dx 






ji)3(a72_Y)3 



(*) Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t. XXI, IP Partie; 1897. 
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et Ton peut toujours supposer |3 I>y. 11 n'y a plus qu'à poser 

07* = p séc* cp — Y tang* cp, 

si l'on a le signe H- sous le radical, et 

si Ton a le signe — _, pour avoir ramené aux intégrales elliptiques 
( Joir aussi Legendre, Fond, ellipt,, t. I, p. 252.) 

?>evrel {Calcul intégral, p. 65; 1868) réduit l'intégrale 

dx 



/ dx 



par la substitution 

_2 

I^'inlégrale 

J y{^x-^a)\x-^b)^{x-{-cf 

dépend aussi des fonctions elliptiques. Posons, en effet, 

I 
07 = a, 

z 



P = ô — a, Y = c — a. 



5 5 



Nous obtenons, après suppression du facteur — I^^'Y*'? 



. = A 



v/(-5 -h a)^(-5 -i- p)» 

Le trinôme (z + a) (^ H- p) pouvant se mettre sous la forme 

/ z H ] — ( -\ 1 une première transformation se présente 

qui consiste à poser 

et l'on tombe sur une première forme facile à réduire. Je poserai 
de préférence 

"^^ =di 



î/(5-ha)2(z-hP)2 
avec la condition que z soit infini pour Ç = o. 11 suffit alors de 
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poser 

pour que Téquation différentielle donne 

. w = pS, a = 9 
avec 

d'où Ton déduit 




du 



4m*-i-( ~ 1 w 

\ '^7 / 



C. Q. F. D 



On trouvera aux Exercices d'autres exemples. 



II. 



f ^ » f 



DEGENERESCENCES. 

Nous avons eu l'occasion, dans le cours du Précis, de signaler 
certains cas où les fonctions elliptiques dégénèrent en fonctions 
circulaires ou logarithmiques. Cela arrive si le module A" = o ou 
SI k=i. 

Résumons sans démonstration les formules relatives à ces deux 
cas; les formules qui suivent, faciles à obtenir, sont extraites du 
Traité des fonctions elliptiques d'Halphen. 

lO /: = o : 

snw devient sinM, 





en a cosu, 






dn M 1 , 






K ^ 

'2 


(K'-«), 


62=63 = 


— \^u ^2=3eî, 

2 


^3-e?, 


A — 0, 


^ 9^3 \ ^ / 


0)'= 00, 


X 


^3>0, 
1 • 1 1 m 


K' 


1 ._ •> iiiii 

sin^w/X 


A» 16' 



igS NOTE m. 



^ \ TZ TZU ir* 

LU = - U-\ COt > 7)iODi = — > 

3 2 0)1 2 0)1 12 

1 /7C/£\» 

Cw = — - sin e^ ^^^'- , 

TT 2 0)1 



2" A- = I : 



sn w = j en w = dn w = 



K = oo, K'=-, 

2 

TZl 



0)1 = 00, 0)2 = 



v/Set 



K 

,. e * I 

lim -^ ^ = --:, 

I — K^ I b 

X TZÎ e-W^-gW Ml 

r w = — - M avec p = 9 

^ 3 2 0)2 e-*^"— ew 2 0)2 

rj2 0)2= — » 

12 



IClM TTlfi 



(I). ^ 2to)a 



1 /TZiu\* 



2 0)2 e*"** — e 
c'a = -; e 

ITZ 2 






3*» ^4 = ^2=^3=0: 



^î=0, ^3=0, 0)1 = 00, 0)2=00 

pw = — r> rw=-> <^u = u. 



> 



m. 

Nous avons indiqué, pages 7 5 et suivantes, le moyen d'effectuer 
l'inversion des intégrales elliptiques en réduisant autant que pos- 
sible aux fonctions pu. Il peut être plus rapide d'introduire 
immédiatement les fonctions de Jacobi. 
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On a vu que le polynôme sous le radical peut toujours être mis 

sous la forme (M;r^-|-N)(M';r^-f-N'), ou, en posant x=i/ ±^y, 

M(i -|-aj?*)(Pj?^Hr- y). Je vais indiquer quelles sont les transfor- 
mations les plus commodes suivant les signes des lettres a, ^, y. 
Reproduisons d'abord les équations (65) et (65 bis) : 



d snu 
du 

d cnu 
du 

du 



cnu dnu, 



snudnUj 



= — k^ snucnUy 



qui, à cause des équations (53), peuvent s'écrire, en posant 
snu = X, cnu=:y^ dnu=z z, 



dx 
du 



— = v/(i- -^»)(i-X-*^*;, 



du 



= -/(i--7*)(^'*+^-'7*)» 



dz_ 
du 



±^^y/^,-Z^){z^^k'^). 



La première de ces équations montre qu'on opérera l'inversion 
de 

^ ^ r"" dx 

en posant 

X = sn(i/, k), 
ce que nous savions. 

De la seconde on déduit que la fonction inverse de 



est 



1 v/(i-j*)(^'^ 



y = cn{v,k), 



k^y^) 



et de la trolisième que l'inversion de 



w 



__ r^ dz 
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s'obtient en posant 
Enfin, posons 



z = dn(«', A). 



il en résulte 



t = -f 

cnu 



on 

^_ r' dt 

^~J^ v/(i-r-^2)(i-T-Â:'UM 

Ces formules suffiront, dans tous les cas, au besoin en rempla- 
çant une quantité par son inverse, pour effectuer rinversion 
d'une intégrale elliptique en quantités réelles. 



IV ('\ 

APPLICATION DES FONCTIOxNS ELLIPTIQUES A L'ÉTUDE DU TIR 
VERTICAL DES PROJECTILES, DANS LE CAS DE LA RÉSISTANCE 
PROPORTIONNELLE A LA QUATRIÈME PUISSANCE DE LA VITESSE. 
(NOUS APPELONS TIR VERTICAL UN TIR DANS LEQUEL LA TAN- 
GENTE A LA TRAJECTOIRE FAIT AVEC L'HORIZON UN ANGLE 
SUPÉRIEUR A 75°.) 

Nous supposeriDus l'accélération de la résistance de l'air ex- 
primé par la formule (2) 

J = ^^ où t-jfâ^X' 

p étant le poids en kilogrammes du projectile; 
d son calibre en décimètres; 
A la densité de l'air; 



(') Nous devons cette Note à l'obligeance de M. le comte de Sparre; les lec- 
teurs qui s'intéressent aux applications numériques, c'est-à-dire véritablement 
pratiques, des fonctions elliptiques, liront avec fruit les quatre Mémoires sur le 
tir courbe que M. de Sparre a publiés dans le Mémorial de V Artillerie de 
Marine, en 1892, 1898, 1894 et 1896. La présente Note est extraite du quatrième 
Mémoire. 

(2) On peut admettre cette hypothèse si la vitesse reste comprise entre 240" 
et 420". 
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g l'accélératioD de la pesanteur en mètres; 
/ un coefficient égal à i pour le projectile type; 
J l'accélération de la résistance de l'air en mètres ; 
A un coefficient variable avec les limites entre lesquelles la vitesse 
reste comprise, mais qui diffère assez peu de la valeur fournie 

par la formule 

logA = 8,30129. 

Nous supposerons de plus que Tangle que fait la tangente à la 
trajectoire avec la verticale est assez faible pour que Ton puisse 

remplacer sinQ par une quantité constante -> comme Didion Ta 

fait, pour cosQ, dans le cas où la tangente est peu inclinée sur 
l'horizon. 

On pourra admettre cette dernière hypothèse tant que sera 
compris entre yS** et go**, surtout si l'arc que Ton considère est 
peu étendu. 

En effet, pour 70", 

sinô = 0,966 = I — 0,034. 
On a alors 

et, comme ^ =^v sinô, 
01 

dv 



dy s? \ y^ sinO/ 



Si alors le mouvement est ascendant, on posera 

(B) sinO=I, Ç=xt, 

et l'on aura 

Xi 

l'équation (A) deviendra d'ailleurs, en tenant compte des rela 
tions (B), 

(D) ^'=.__^ 
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et, enjoignant à ces relations Péquation 

an d» dx g ^ 

on aura 

(E) tangOé/e= ^^ 



S'il s'agissait du mouvement descendant, il suffirait de rempla- 
cer a par — o^ et ^J par — y^\. Dans l'un comme dans l'autre cas, 
les équations (C), (D), (E) fourniront en fonction de v^ y^ t el^ 
par les fonctions élémentaires. 

Reste à calculer x. Examinons séparément le cas du mouve- 
ment ascendant et du mouvement descendant. 

i" Mouvement ascendant. — Si Ton pose 



tangil;= — , 
Xi 



on aura, par l'équation (C), 



dY = - ^ d^ 



ou 



(6) y^:^{^,-^), 

puis, par l'équation (E), 

û?cos6 _^ I cos^l^ d^ 
cos6 ~ 2 siinj^ ' 
d'où 

- - , /sin^lo 

COS0 = COS0ol/ . . ' 

On a ensuite 

dx = cotO dy = OL cos0 dy^ 

en remplaçant toujours sinô par -> ou 



^ ' 1g \ sintp 



Posons alors (Note III) 



I 



sin ^ = a?* = en* w avec A:2= _, 
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d'où 

,, snucni^dna , 

aij/ = — 2 — — du, 

^ \ — en* M 

Mais, puisque k^= -y 

1 — CD* M = (i — cn'w) (i -+- en* a) = asn* adn'u; 
donc 

d^ — — y-À en u du 



et 



donc 



/ = — ^idu\ 
y^sint]/ 

^^a=X?eosQov/sTnl.;^^ 

8 S-'^ 



et 



11 faut maintenant calculer u\ pour cela, nous calculerons 

7CK' 

d'abord gr = e '^ et K. 

Dans le cas actuel, comme /r= A''--- -— * on a aussi K = K', 
et, par suite, 

on en déduit 

log log - = logir -r- log loge = o, i3493 1 a, 
d'où 

log 1=1,3643764, 

log^ = 2,6356236, ^ = 0,04321391. 

Celte valeur de q nous fait voir que, daiis les calculs balis- 
tiques, qui ne demandent pas une très grande approximation, on 
pourra toujours négliger les termes en q^ et même, le plus sou- 
vent, ceux en q^. 

Or, si Ton néglige les termes en gr^, on a (p. 168) 

ig= - 2K = (i-h2^)î. 
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Mais si l'on pose [puisque, dans le cas actuel, k = k^ = — \ 

y/k = /F= ~- = cos;5, 

d'où 

logcos-3 = i,9'2474îi^î 

5 = 32** 45' 54% 37, 
les formules précédentes donnent 

ûr = -tanflr2-, K= 



2 cos* - 

2 



On tirerait de ces formules 

log^ = 2,6356207, logK = 0,268 Ï2i3 (*), 

^ = 0,04321062. 

Si l'on compare la valeur de g que nous venons d'obtenir en 
négligeant les termes en gr* à celle donnée plus haut, on voit que 
cette différence est complètement négligeable pour l'approxima- 
tion que Ton a à demander aux calculs balistiques. On peut même 
remarquer que, si l'on s'était servi de Tables à 5 décimales, ainsi 
qu'on le fait d'ordinaire pour ces calculs, on n'en aurait trouvé 
aucune. Ceci prouve bien qu'il est légitime, ainsi que nous allons 
le faire dans ce qui va suivre, de négliger les termes en q*. 

Passons maintenant au calcul de u. 

On a pour cela (puisqu'ici A*^^ -] 

, „ i + cn^tt i-hsind; 

dn2 u = = = cos* 

2 2 

donc 



(f - 1) 



dnM = cos { ^ • 

\4 2/ 



Mais, aux termes en q* près, et puisque 

cos^ = ^k\ 

(') La valeur exacte serait (Tables du Traité de M. Bertrand) 

logK — 0,268 1272. 
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on a, formules (46) et (i3) 

dn M = ^A* ,, /- - — C0S5 > 

^ 0(w) r.u 

^ I — 2qcos-jT- 



donc 



cos ( T — ~ I -T- 27 COS -rr 

\4 '^ / ^ ______ *\. , 

COS-5 TT/i 

l — 'ig cos -r^:- 



d'où 



TZU 

x q ces -r^ 



cos 



/^--i^-cos-s 
U 2 y/ 



cas -T — - -^ C0S5 



et, en tenant compte de la valeur de q. 



(H) cos-^ = 



tang ( - H- 3 — y 1 tang ( - + t — 
: M ^ \ 2 8 4 / ^ \ 2 4 8 / 



^ 2 

La formule (H) donnera de suite u lorsque i( sera connu, 
puisque K et ^ ont les valeurs données plus haut. Rappelons que 

u et Wo étant connus, (G) donnera x. 

Mouvement descendant. — Dans ce cas, on doit remplacer a 
par — a (0 est négatif et voisin de — 90*^)1 y î paï* — yj • 

Le calcul se présente comme dans le cas du mouvement ascen- 
dant; voici les seules différences. Au lieu de la formule (I), on 

aura à poser — ==coscp, puis 2cp= i pour trouver des résultats 

de même forme que dans le premier cas. De plus, pour le premier 
cas, mouvement ascendant, u est déterminé sans ambiguïté par la 
formule (H), car, en vertu de la formule (I), ^ décroît de 90° à 0° 
lorsque v décroît de 00 à o, et par suite, en vertu de la relation 
sin^ = cn^ w, u croît de o à K ; u étant donc compris entre o et K, 
la formule (H) le détermine sans aucune ambiguïté. 

Il n'en est pas de même si le mouvement est descendant; en 
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effet, dans le cas actuel, i^ peut croître de o à sa valeur limite '/^t , 
et, lorsque {^ croît de o à ^«, cp décroît de 90° à o et, par suite, 
comme ^p= acp, ^ décroît de 180° à o. Mais nous remarquerons 
que nous avons supposé que u croissait avec a?, c'est-à-dire 
lorsque ^ décroît, et comme, pour u = o, on a sinij^ = i, d'où 
^ = 90° et cp = 45®, on en conclut que l'on devra prendre 

— K < M < o si <p > 45*» 
et 

o<M<K si cp< 45°. 

De cette façon, u se trouve déterminé aussi dans ce cas sans au- 
cune ambiguïté. 



Exercices divers. 
1. Démontrer la formule 



[^ -'^IKp^-p i, )> 

le produit I I s'étendant à toutes les valeurs entières de /ni et m^ com- 
prises entre o (non exclu) à n (exclu), non nulles en même temps. 

2. Réduire aux fonctions elliptiquesles intégrales 



dz r flf? r d^ 

{i-\-pz^)yi-^qz'^' J v/i — >t*sin2cp' J y^i — Xr^sin* 






(Legendre, Fond, ellipt,, t. I, p. i65, 178, 780; 1825.) 



3. Réduire les intégrales 



/; 



¥{x)dx 



F(a7) étant une fonction rationnelle, et 



_ r dx 

J y^^{x^aY(x 



6)3 

(on trouve x = 6p*^ — b). 
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4. Réduire aux fonctions cllipiiqucs les intégrales suivantes : 

dx 



^{t -r- Cf 



/d.v_ 
y{x-^a)(x-^ b) 

/dx 
y^x-^ a) (a: -h ^j(x-+- c) 

/dx 
y(x"-\^af\x-\- b)'''\3C 



s y 



cy 

dx 



/_ _ _ ^^ _ 

V^l^OTH- a)- (a'-f- b)^{x-{-c)^ 



et, en général, chercher les formes réductibles comprises dans le type 

dx 



J">/ 



5. Étant donné 

__ ____ I ('^JH^)' 

I I 

si >5o= — 6St une partie commensurabic d'une période, l'intégrale 






— > 



6) (a: — c) 



s'exprime par des logarithmes. 
On pose 



I 
X = a -i 



.j,y ^ a A- h" 

avec 

^.^ «_^ 6' = — ^ 



a — b a — c 

On trouve 

p=m— 1 
p=o 

£3=1, 

Ca^ particuliers. 

1° a = o, 6 = — c ; 

a** a'= 63= c3= I. 

(DoLBNiA, Bull. Se, math., mai 1893.) Comparez à la page i33 du 
Précis. 
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6. Etant donné 

_ _ I (b — cy 

I I 



9 y(^a — b){a^c) 
si Zq est une partie commensurablc d'une période, l'intégrale 

(x -f- \\)dx 



J \/{x — a 



y{x — by(x — c)^ 



s'exprime par des logarithmes, l'indéterminée H étant choisie sous la con- 
dition 

3 Ç ( ^0 ) — 3 — — v/ô^*^ ( a H- H ) = o . 
m 

La substitution et les notations sont les mêmes que dans l'exercice pré- 
cédent. 



b — a Q 1 



7. Étant donné 

^'^ 3Ô(âr— c) {b - c)' ^"^0"=^' 
si zq = — est une partie commensurablc d'une période, l'intégrale 

T _ r (x -^Yi)d3r 

" J \/(x — a)3 (a? — 6)3 {x — c)'* 

s'exprime par des logarithmes. 
Pour cela, on pose 

iiop^z — p* 
et l'on obtient 

I = log(p^ — p^o) -+- £ log(p^ — ptz^) -h e* log(p^ — pe*^o) 

p = m — 1 

— log JJ {[p(^ — p^o)— p«o][p(^--pÊ«o) — ps^oPIX-s — pe^-So)— pe^^oFjP- 
p=o 

£3=1. 

Exemple : c = ^b — 3a. (Dolbnia, loc, cit.) 

8. Étant donné 

i{b — a) 

_ î g._. i_ 
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si 5o = — • est une partie commensuruble d'une période, l'intégrale 

. (.r-^\\)ri.r 



-f 



Y{x — a f \x — by-ix — c )^ 



s'exprime par des logarithmes. 

Pour cela on pose 

I 

et l'on obtient comme résultat définitif 

I = log(p« — P-o) H- «"JogCp- — J>-oO 
p=m — 1 

Exemple : c = 2a — b. 

(DoLBMA, liulletin des Se, math. y t. XVII, nov. i8()3.) 

î). Démontrer que , 



/k en II fin / \ — (Ir) // 

I -i- <hu/. V ' ~*~ *'" " 

fsn // (ht I 

dn/f -n// '" A'(i-f-"X')' 

V II / 

/ u sn2// du ^iK{K — E) y- 



(Greexuill, Fonctions elllptiquesy p. ()4.) 



10. Démontrer les formules 



/ o(->^")=. 



0,(()j02(o)03(o; 






{\\(„) — (\'^(n\ {)\{u)~i)'uii\ 



0,i(o) 0|(oj 



Ofl'^/WlVn -^-02O/)0|(^/) 



Oi(o)03((); 

(Taxnery et MoLK.) 
L. L. i4 
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11. Démontrer les formules 

'îsnucnu dnu 



sniu = 



cn^u — sn* w dn'w 

cn2W= V- — , 

I — k^ sn^u 

un2W — , - -7 



12. Établir les formules d'homogénéité suivantes : 

Ç(aw; awj, awj) = - Ç(m; o)i, Wj), 

oc 

p(aw; awi,ai02) = -T,r(««; ^1,^2). 

oc* 



13. Les formules (58) et (82) combinées donnent 

d'où, en changeant u en u -\- (x)y_ ou en u -i- 103, deu\ nouvelles formules. 
Si, dans la dernière, on remplace u et t' par — > on aura l'équation 

De même ^9,11 : le quotient — — :^P_ permettra d'obtenir p — en fonc- 
^ ^ s'a w -f- ^Y '^ ^ 

tion de pu, et en particulier p — • On retrouve ainsi les formules de 

l'exercice 10, page 70. 

14. Déduire de la décomposition en éléments simples les formules sui- 
vantes : 

/ tOi \ — ^- 

^ i u: —r dii] = € ^ ^U^i'U. 

V / W| \ y '^ \0*^^iU 

p ( ";—> ^2 ) =pa -f-p(a-Mi)i) — ei. 



15. Admettant que toute fonction de période awi peut se mettre sous 
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la forme 

Ao+ Aie"» -h Aj<? "« -h. . . 4- A^e "» -h..., 

démontrer que toute fonction qui vérifie les relations 

cp(M-h2Wi) = îp(M), 

2 71 / , 

<p(w-+-2a>j)= e "' ^{^) 

ne dépend que de deux constantes arbitraires. Prendre comme exemple 
les carrés des fonctions 6 et en déduire les relations (n) du Chapitre II, 
ainsi que les formules 

et celles de l'exercice 10. 

16. Démontrer que, si (i)j= ttoi et si le discriminant est positif, on a 

TU 

4 
(Halphen, Fonctions elliptiques, t. I, p. 281.) 

17. Montrer que, dans le cas du discriminant positif, 0(a) varie comme 

sin j "i(w) comme cos ? ^i{u) et Oafw) comme idi2<7Cos — j 

2Wi 2101 ^ (1)1 

q étant supposé compris entre zéro et - • (Halphen, p. 285.) 



18. On pose 



e- « 



z«=-^*^"'-"^ 



0, ' " 



Démontrer que 



Z(M-f-2 K)=Zw, 

Z(a^-2iK') = ZM-h^^ 

IV 



Z(o) = o, Z(K) = o, Z(tK') = oo. 

19. Étude des cubiques planes. On commence par démontrer qu'avec 
des axes convenables et par une transformation homographique appro- 



aia 
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priée, on peut toujours mettre l'équation d'une cubique sans point double 
sous la forme 



Il suffit alors de poser 



X = pii. 



y = p " 



pour avoir exprimé les coordonnées d'un point de la cubique en fonctions 
elliptiques d'un paramètre. Les propriétés relatives aux points d'intersec- 
tion avec une droite, aux points d'inflexion, aux points de contact des 
tangentes issues d'un point de la cubique, aux points sextactiques, etc. en 
résultent immédiatement. 



QUELQUES VALEURS DES FONCTIONS DE JACOBL 



"-y 



3iK' 



2iK' 



ÙK' 



X/aJ 



X =- oo 



jc=.o 



.Z = 30 



JCSO 

X= 1 



*' 



X-S J, 



X =o 



X =— 00 






- = i 



k 

X =o 



.y 



ors J 
K^k' 



K 



■x=.o 

X = -z 



.r= - X 

X = 00 



X = J 



2K 









or «-7 



3K 






JT^ 00 



ccso 



4K 



J^=o 



i^"-» 



^=-^' 



a: " sn ( i/, k ), 
y ^-cn(w, A:), 
-3 = dn (a, k). 



>«»«« 
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RÉSUMÉ DES PRINCIPALES FORMULES 



Dans ce résumé, nous avons groupé des formules disséminées 
dans le cours du Précis; la page indiquée est celle où la formule se 
rencontre pour la première fois; pour les formules qui ne sont pas 
relevées dans ce Résumé, leur numéro d'ordre permettra toujours 
de les retrouver aisément, soit en se reportant à la Table des 
matières, soit à l'aide d'un numéro voisin lu dans le Résumé. 

Des fonctions 6. 



/ 1 \- / *\^ 



Pages 
(I) \ S • ' "3 



— 00 . ( 

/ 



(6) O'(o)= — (^4_3^VH_5y 4 _^_.. J i4 

toi 



+ 00 



/ 1 \' / l\ ir // 



6.(„)^ 2?^ ''«^ '^"^ '7 

( * \ ' 

= 2\] gr^ ^^ COs(/l-h I I^ 







"^ * mziu 



ej(u)=V(— Ongrn'e "' l8 

= I -h 2 > (— i)" q^ cos 



00 • 

00 

i8 



1 
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n IX in Pages 



(i3) 



(i5) 



(i6) 



e,(a)=2'7'"«"' ••••. >8 



00 

mzit 



'2?"' 



1 -h 2 > Q"' COS * ^ 



1 



e (—a) = — 6 f« 
(i4) / i8 

62( — U) = 6jM 
l 03(— u) = 03 M 



6 (w -f- 2aji)= — u * i3 

6i(w -h aoji) = — ôjM 19 

Ô2(w-h2(0i)= 6ja 19 

63(^-1-20)1)— 63W 19 



e(a-h2W2) = — e "' Ôa i3 

(M -1-0),) 



61(^4-20)2)= e ^' 6iM 19 

TZi , 
(M 4-0),) 

62(^-1- 20)2) =— e ^' 62 w 19 

(«-HWj) 

63(a-i-2a>2) = e ^' 63M 19 



6 (a -h a>i) = 61M 

6i(a -h o)i) = — 6 u 

(\n\ { ) f9 

^ ^^ ' 6,(a-hwi)= 63M ^ 

63(1^-4- 0>i) = 62 w 



1 Tll'ff 

6 (a -h 0)2)^ iq~~^e~^^'^^u 
, e,(« + <-,)= T'e"^ 63" , , 

62(^ + ^2) = iq~'^e 2^>6 M 
63(^-1- 0)2)= çr~'^e~2^6iM 

q = e "^^ . 
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Zéros de.Oa<^ et de s'at/. 

Paires 
,' M, 3* M iniiMi -h 9./?? 2 CD? i4 et 9A) 

ôjW, ^lU (2///i-f- I )(0i -h 5im.>(0.> 20 et '>-() 

(19) et (-20) { 

6jM, s'il/ i/^itoi -i-( 'x/n-i-h \)tii-2.. 20 et •;»() 

O3W, ^zu ('2 wi-f- I )o)| f-(5i7/i2-H i)wj. . 20 et 99 

Les formules de duplication se trouvent paj^e 9.09. 

Relations algébriques. 



(m)- \/k— -r \/k = 



•22' 



{n) -. ^u --- k^u -k'O^ u ' 22 

( ^u.= k^*u-+-k'^u ) 

(o ) 0^(0) -- 0{ (o) H- 05 (o) 23 

(5)(i) O'(o) - -~0i(o)02(o)03(oj 94 

'2 COi 



Développements en produits. 

I 6 w -r 2 \ sin I I M — ^^7^'" cos h ût*"' -23 

l 1 

OiW = 2ACOS - — I I f I — 2çr2/«-i cos hq''"'-'].. >3 

(p) et (çr) j 

62 W ^ ^^TT ( ' ~ 2^2/«-I cOS — -f- ^*'«-2j 23 

1 



•03 a = A I I M-H2gr2'"-1 COS — -\- q^ 



'*'«-2 23 

1. \ ' w, - 

1 



00 

A=TT(I— ^2/«)2. 
1 



( ' ) C'est par erreur que la formule est numérolée (i) dans le texte. 
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Des fonctions <ïu et ^a" [voir ausf^i formule (20)]. 



(21) 



(22) 



Pages 

3' (— «f ) — — ^U og 

'3'a(-w)- 3'aM (a=i,2, 3) 39 

tfa r^e'*^' 7— ^9 

U 

031O 

(2Î) ^, = ____ 3o 

(24) < } 3o 



( 



a'3(^a4-2a)i) — e^^t^^+w,) j'3^ 



(25) r^^tx}2—r^2Lùl = — 3 

(26) - , ) 3i 

' a'2(«4 -^ 2W2) — — e^lafw+Wa'o'aW 

0' (w -0- 203,) rr. — e2r).(M+a).) 3' M (t =1, 2, 3) 33 

(29) { a'a(w-^-2Wa) rrr _ e^W'^+'^a) o'a w (a = i,2,3) 33 

a'a(M-l-2wp) -- e^^?^"+«P^a'aW (a, p= i, 2, 3, a'^ P). 33 

Wj-T- 0)2-4- a>3 = o. 

(30) a'(M-hWa) = «■''*" ^^a^a'^ (a = i|2, 3) 33 



Des fonctions Çu et pu. 

(33) Çw*= ^' = Dloga-w 36 

(35) Ç( w -H 2w/) = Cm -h 2 T./ 36 
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Pages 

( 37 ) Ç(- a) = - ; M 36 

(40 pM= — Ç'w = — Dalogs'M 39 

(4^) p{U-{-2(x}i)^ — t'(u -f-'^.OJ/)= — Ç'W =^ pu ' 3() 

Développements en séries. 

(7 a ( M = U Ci W*— - Cl II ' - >/) 

l'J. Jo -^ 

« 

(38) Çw (^)=r= - - i CiU-^ [- c,ir - 3() 

u 6 ') 

(43) pu =—;-+- CzU-^ Cl, H* /|(> 



Formules d'addition. 

(32) ?lii^''l|(.^±^) = D,lof;^«-DJof;3'i' = pP-p«. 35 

(39) ;(a-P)+;(« + P)-2;^ = ^, ^°" =— P^ 37, 41 

Ça — Ç^J>w — pi> 

|Ç(^^.) = Ç. + Ç.^..^^^___^_| 

(4o) \ , , > 73, 41 

= tu-htv-h~- — — — 

ipu—pv 

*^^ ' ^ 1 du pu — pv 



^ ^ ^ ^ ^\ pu-pv ) 



49 



Homogénéité. 

60 



(67) p("; ^2, ^3) = f^P (^\/^; p' Jl) 



(') Les notations du texte ont été modifiées pour faire concorder les trois 
formules. 

(^) Voir Terra ta. 



ai8 
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.(;6) 






(Voir aussi page 210, Exercice 12.) 



Les fonctions de Jacobi. 



Pages 
89 



(45) 






4-2 



42 



(46) 







sn w — /iT 



(ï) 



cna = 



^il Mo) 

u \ e,(o) 



dn w =: 



«■(I) 

_H w e,(o) 

Q /fi\'0,(oj 



il) 



4» 



4'- 



42 



(47) 



(49) 



(50) 



(5i) 



sn(—u) — — snuj cn( — M) = cn//, dn( — u) = ânu 



sn (w -h 2K) — — snu. 
cn(w H- 2K) — — en M. 
dn(a-h2K)= dnu. 



sn (z^ -f- 2tK') = snw. 
en ( a -h 2 iK') — — en u. 
dn(a-h2tK )= — dnw 



Périodes de snî<. . 

» en u. . 

» dn u 



• • • 



4Kct 9!jK' 

4KC12K-1-21K' 

îKct 4tK' 



i3 

43 
43 
43 

43 
43 
43 

43 
43 

43 



(52) 



(53) 



(56) 
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Pages 

Pôles des trois fonctions. . 2/nK -4- (2/n'-M)tK' 43 

Zéros de snu ^niK-h im'iK' 43 

Zéros de en 1/ (2m -h i)K-h im'iK' 43 

Zéros de dnu ('2/n-i- i)K -4- {2/n'-+- 1)1 K'. 43 

sn* M -f- en' // - I 44 

A-* sn* u -4- dn' u - i 44 

Formules d'addition ; . . 68 

r 

Formules de multiplication 68 

( Voir aussi pages 69, 70, 128 et 210.) 



Relations différentielles; relations diverses. 

(55) p'*w = ip^u — ^ipu — g;i 46 

(55 bis) p'*w — 4(pM — ei)(pa— C2)(pM — ^3) 46 



ei~pa),, <?2=pw2, C:i—pui3 46 

ei=poij (i,J =^=1,2,3) 46 



(5o) vPW — ôa= ~ = -A — 7—. — z • • • 5o 

^ ^ v^' a 3'f^3'Wa O'M 6m 6a(0) 

(59) (P«f — ^a)[p(w-H Wa) — ^a] = («p— ^a) («y - ^a)- • • 5l 

( 63 ) sn M = _ /^I^g2 _ 55 



V yei — ei 



e% 



(64) sn'*w =(i — sn2w)(i — X:2sn2a) 56 

c^snt^ 



du 



= en M dn w 56 



(o5) < —T — = — sn M dn M 56 

^ du 

àànu ,, - 

— ^, — = — a:2 sn a dn M 56 

ou 
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Valeur des constantes de Jacobi, Legendre. 

Pagres 

A-2=î^--^% A'*=?':^^ 55 

(62) { «'1 — ^2 ei — d 



Jo i/(f 



' dx 



(68) et (70) < TT 66 et 84 



j^j V^i — sin^O sin^çp 

sinO = A-. 



"K 



•(69)et(7i){ -0 /i-^'^sin'^o \ 6^ ^^ ^, 






) 



ir 






E=/ rfco /i — A:*sin*o = / ^ — 72 



r'^ , / j-i—. r^ dxy/\ — k'^x^ 

E=l do ^ i —k'^sm^o = I 72 



(73) KE' -f- K' E — KK' = - • 72 



/ 



Constantes de "Weierstrass et calcul des fonctions 

(discriminant positif). 

X = Cl — Ci. 
\ 



9 1 02 



(83) /XE((p):^ tflZ^-+-ÇM-l ? 
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u)t/X = K =-05(0) • ',3 

(48) ( "" 

a>,/X=eK':r. 1 ^0|(o) {3 

(75) .,,= /XK-^;i = v/^--^^(E--^V) 



•«•••< 



88 



{11) M = - i' y/ëT— et (v:-^ --"—-) 



89 



Constantes et fonctions de "Weierstrass 
(discriminant négatif). 

(78) < ^" ^ ''' 

(79) PW| = pwj= e, ()'2 

(80) pu = ei-hU ^ 94 

(81) T,,= is/n{K\^;K\) 99 

(82) Tn = (Ki-2lw)/n 99 

(w) t;i 0)2 — r^î 0), = r 99 

2Pc 
sincp = sn( w, A:\). 

Pa^u correspond au module k\ et au multiplicateur II (*). 

(') Dans le texte, l'accent a été omis sur la lettre A/, aux pages loS et 104. 



(84) ;(K + a),)-T„=-«n + 2/ÏÏE(o,A-',)+ *;* • 104 



>866« 
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COMPARAISON DES PRINCIPALES NOTATIONS DU PRÉCIS 
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TABLES. 



L. L. fT» 



I.) 



NOTE SUR LA CONSTRUCTION DES TABLES. 



La Table I a été calculée par M. G. Ilumbert pour les valeurs de K; les 
intervalles ont été choisis de manière que, en interpolant par parties pro- 
portionnelles, on obtienne des nombres aussi exacts que ceux de la Table. 
J'ai ajouté les valeurs de l'intégrale complète de deuxième espèce E, en 
conservant les mômes intervalles, autant pour ne pas compliquer la dis- 
position des Tables que parce que l'approximation obtenue par une inter- 
polation est au moins égale à celle obtenue par une interpolation est au 
moins égale à celle obtenue dans le premier cas. 

La Table II, extraite par M. G. Humbprt des Tables de Legendre à 
dix décimales, fournit snu ou pu lorsqu'on se donne l'angle modulaire 
= arc sinA: et l'argument cp — arc sin sn u] elle permet aussi de résoudre 
le problème inverse. Nous avons donné au Chapitre VI toutes les indica- 
tions pour pouvoir utiliser cette Table, ainsi que la suivante, aussi bien 
dans le cas où ei, €2, e^ sont réelles que dans l'autre cas. 

J'ai extrait la Table III des Tables de Legendre à dix décimales; la 
Table IV est empruntée au Traité de Calcul intégral de M. Bertrand. 
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e 



K 





1 

2 
3 
4 

5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

20 
21 
22 
23 
24 

25 
26 
27 
28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 

35 
36 
37 
38 
39 



E 







K 



1,57080 

092 
127 

187 

271 

379 
5ii 

668 

849 
i,58o54 

284 

539 

820 

1,59125 

457 

8i4 
1,60198 

608 

1,61045 
5io 

I, 62003 
523 

1,63073 
632 

1,64260 



900 

1,65570 

6272 

7006 

7773 

1,68575 
94»! 

1,7028^1 
1192 

2i39 

3i25 
4i5o 
5217 
6826 

7479 



I , 57080 
068 
o32 

1,56972 

888 

781 
65o 

495 
296 

ii4 
1,55889 

64o 

368 

073 

1,54755 

4i5 
o52 

1,53667 
260 

i,5283i 

38o 
1,51908 

4i5 
1,50901 

366 

1,49811 
237 

1,48643 
029 

t» 47^97 

1,46746 
077 

1 ,45391 
44687 
43966 



229 
42476 
41707 
40924 

126 



40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 

50 
51 
52 
53 
54 



65 
66 
67 
63 
69 

70 



E 



1,78677 

9922 

1,81216 

256o 

3957 

5407 
6915 
848 1 
I , 90 I 08 
1800 

3558 
5386 
7288 
9267 
2, 01327 







K 



55 


3472 


56 


5706 


57 


8o3G 


58 


2,io466 


59 


3002 


60 


2,1 5652 


61 


8421 


62 


2,2l3l9 


63 


4355 


64 


7538 



a, 30879 
4390 
8087 

2,41984 
6100 

2,5o455 



I ,39314 
38489 
37650 
368oo 
35938 

35o64 
34181 
33287 
32384 
31473 

3o554 
29628 

28695 
27707 
26815 

25868 
24918 
23966 
23oi3 
22059 

21106 
oi54 
19205 
18259 
17318 

i6383 
15455 
14535 
13624 
12725 

111^38 



70. 
30 

71. 
30 

72. 

30 

73. 
30 

74. 
30 

75. 
30 

76. 
30 

77. 

30 

78. 
30 

79. 
30 

80. 
12 
24 
36 
48 

81. 
12 
24 
36 
48 

82. 
12 
24 
36 
48 

83. 
12 
24 
36 
48 



E 



2,00433 

2729 
5073 

749« 
9982 

2,62555 

52l4 

7962 

2 , 70807 
3752 

6806 

997^ 
2,83267 

6691 
2,90256 

3974 

78.57 

3,01918 

6173 

3, 10640 

5339 
7288 
9280 
3,2i3i7 
34oo 

553o 
7711 

994'"^ 

3,32234 

4580 

6987 

94^7 

3,4'994 

4601 

7282 

3,5oo42 
2884 
58i4 
8837 

3,61959 







i,ii838 

n399 

10964 

io533 

106 

09683 

265 

885 1 

443 
o39 

7641 
248 

6861 
480 
106 



5738 
378 
024 

4679 
4341 



011 

3882 

754 
628 
5o3 

379 
257 

126 

017 

2900 



784 
670 
55S 

447 
338 



23 I 

126 

023 

1921 

821 



84. 
12 
24 
36 
48 

85. 
12 
24 
36 
48 

86. 
12 
24 
36 

48 

87. 
12 
24 
36 
48 

88. 
12 
24 
36 
48 

89. 
6 

12 
18 
24 

30 
36 
42 
48 
54 

90 



K 



3,65i86 
8525 

3,71984 
5572 

9298 

3,83i74 
7211 

3,91423 
5827 

4,00437 



E 



1,01724 
628 
534 
443 
354 

266 

181 

099 
018 

0940 



4,33865 

40733 

8ii5 

56içio 

64765 

74272 
84785 
96542 
5,09876 
25274 

43491 
54020 
65792 
79140 
94550 

6,12778 
35o38 
63854 

7,04398 
73711 

00 



5276 


865 


4,io366 


792 


5736 


721 


4,2i4i6 


653 


7444 


588 



526 

466 

4io 

356 
3o6 

258 

2l5 

174 

i37 

io4 

075 
06a 

o5o 

049 
o3o 

021 

ot4 
008 

oo4 

001 
000 
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INTË 


ORALES ELLIPTIQUES DE PU 


lEHIËRE ] 


3SPÈCE : 


TABLE II 


[. 




? 

o 

1 


0» 


5» 


10» 


15» 


20» 


6 

25» 


30» 


35» 


40» 


4 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,0 


2 


o34qi 


03491 


03491 


03491 


03491 


03491 


03491 


03491 


03491 


0^ 


3 


05236 


o5236 


o5236 


o5236 


o5236 


o5236 


05237 


05237 


05237 


ol 


4 


06981 


06981 


06981 


06982 


06982 


06982 


06983 


06983 


06984 


(À 


5 


08727 


08727 


08727 


08727 


08728 


08729 


08729 


08730 


08731 


oi 


6 


10472 


10472 


10473 


10473 


10474 


10475 


10477 


10478 


X0480 


IC 


7 


12217 


12218 


12218 


12219 


12221 


12223 


12225 


12227 


1223o 


12 


8 


13963 


13963 


13964 


13966 


13968 


1397I 


13974 


13978 


13981 


i3 


9 


10708 


15708 


15710 


15712 


15715 


15719 


15724 


15729 


15735 


i5 


10 


17453 


.7454 


17456 


17459 


17464 


17469 


17475 


17482 


17490 


'7 


11 


19190 


19200 


19202 


19206 


192 12 


19220 


J9228 


19287 


19247 


19 


12 


20944 


20945 


20949 


20954 


20962 


20971 


20982 


20994 


21007 


21 


13 


22689 


22691 


22695 


22702 


22712 


22724 


22738 


22753 


22770 


22 


14 


24435 


24436 


2444^ 


24451 


24463 


24478 


24495 


24514 


24535 


2j, 


15 


26180 


26182 


26189 


26200 


26215 


26233 


26254 


26278 


263o3 


26; 


16 


27925 


27928 


27936 


27949 


27967 


27989 


28015 


28044 


28075 


28 


17 


29671 


29674 


29684 


29699 


29721 


29748 


29779 


29813 


29850 


29} 


18 


3i4i6 


3l420 


3i43i 


3i45o 


3x475 


3i5o7 


3i544 


3i585 


31629 


3i( 


19 


33i6i 


3âi66 


33x79 


33201 


33231 


33268 


333 12 


3336o 


33412 


33/ 


20 


34907 


34912 


34927 


34953 


34988 


35o3i 


35082 


35i38 


35199 


35: 


21 


3665a 


36658 


36676 


36706 


36746 


36796 


36855 


36920 


36990 


37( 


22 


38397 


384o4 


38425 


38459 


385o5 


38563 


38630 


38705 


38786 


m 


23 


4oi43 


4oi5i 


40174 


402l3 


40266 


4o33i 


40408 


40494 


40587 


4o€ 


24 


41888 


41897 


41924 


41968 


42027 


42102 


42189 


42287 


42392 


425 


25 


43633 


43643 


43674 


43723 


43791 


43875 


43973 


44084 


44203 


443 


26 


45379 


45390 


45424 


45479 


45555 


45650 


45761 


45885 


46020 


46( 


27 


47124 


47137 


47174 


47236 


47321 


47427 


47551 


47690 


4784' 


48fl 


28 


48869 


48883 


48925 


48994 


49089 


49207 


49345 


49500 


49669 


498 


29 


5o6i5 


5o63o 


50677 


50753 


5o858 


50988 


5ii42 


5i3i5 


5i5o3 


517 


30 


5236o 


52377 


52428 


520x3 


52628 


52773 


52943 


53i34 


53343 


535 


31 


54io5 


54124 


54181 


54273 


54401 


54560 


54747 


54959 


55x89 


554 


32 


5585i 


55871 


55933 


56o35 


56175 


56349 


56555 


56788 


57042 


573 


33 


57596 


57619 


57686 


57797 


57950 


58i4i 


58367 


58623 


58902 


591 


34 


59341 


59366 


59439 


59561 


59727 


59936 


601 83 


6o463 


60769 


610 


35 


61087 


6iii3 


61193 


6x325 


6i5o6 


61734 


62003 


62308 


62643 


629 


36 


62832 


62861 


62948 


63oqo 


63287 


63534 


63827 


64 159 


64524 


649 


37 


64577 


64609 


64702 


64857 


65070 


65337 


65655 


66016 


664 1 3 


668 


38 


66323 


66356 


66457 


66624 


66854 


67144 


67487 


67879 


683o9 


687 


39 


68068 


68104 


68213 


68393 


6864*1 


68953 


69324 


69747 


70214 


707 


40 


69813 


69852 


699% 


70162 


70429 


70765 


71165 


71622 


72126 


726 


41 


71 558 


71600 


71726 


71933 


72219 


72580 


73010 


73502 


74047 


746 


42 


73304 


73349 


73483 


73704 


740 II 


74398 


74860 


75389 


75976 


766 


43 


750^9 


75097 


75240 


75477 


758o5 


76219 


76714 


77282 


77914 


785' 


44 


7679/1 


76846 


76998 


77251 


77600 


78043 


78573 


79182 


79860 


8o5' 


45 


0,78540 


0,78594 


0,78756 


0,79025 


0,79398 


0,79871 


0,80437 


0,81088 


o,8i8i5 


0,826 
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50« 



55« 



60» 



1 



0,01745 
03491 
05237 
06985 
08733 

xo483 

12235 

13989 
15746 

17505 

19268 
21034 

22804 

24578 

26356 

28139 

29927 
31721 

33520 

35326 

37137 
38956 
40782 

42614 
44455 

463o4 
48 161 
50027 
51902 
53787 

5568 1 
57586 
59501 
61427 
63364 

653 1 3 
67273 
69246 
71232 
7323i 

76243 
77269 
79308 
81 362 
o,8343i 



0,01740 
03491 
o5238 
06985 
08734 

xo485 

12238 

13993 

16751 
17613 

19278 

21047 
22821 

24699 

26382 

28171 
29965 
31766 
33574 
35388 

37210 
39040 
40878 
42724 
44580 

46445 
48320 
5o2o6 
62102 
54009 

55928 
67860 
69803 
61760 
63730 

66716 
67713 
69727 
71756 
73801 

76862 
77940 
8oo35 
82149 
0,84281 



0,01745 
03491 
o5238 
06986 
08735 

10486 
12240 

«3997 
15767 

17620 

19288 
21069 
22836 
24618 
26406 

28200 
3oooi 
31809 
33624 

35447 

37279 

39119 
40969 

42829 
44699 

46680 
48472 
5o377 
62293 
54223 

56 166 
58i23 
60096 
62082 
64o86 

66104 
68141 
70195 
72267 
74358 

76469 
78600 
80762 
82926 
0,86122 



65* 



0,01745 
03491 
06238 
06986 
08736 

10488 
12242 
14000 
16761 
17626 

19296 
21071 
22861 
24636 
26428 

^8227 

3oo34 
3 1848 
33670 
365oi 

37342 
39192 
4io63 
42926 
44808 

46704 
48612 
60534 
62470 
64420 

56386 
68367 
6o365 
6238i 
64416 

66468 
68540 
70633 
72746 
74882 

77041 

79224 

81432 

83666 

0,85926 



70» 



75« 



0,01745 
03491 
06238 
06986 
08736 

10489 

12244 
i4oo3 
16766 
17332 

19304 
21080 
22863 

26448 

28261 
30062 
3i88i 
33710 
35548 

37396 
39266 
41126 
43008 
44904 

46812 
48735 
60672 

62624 
54593 

66679 

68582 

60604 
62646 
64707 

66790 
68896 
71023 
73176 
76362 

77655 
79786 
82046 
84333 
o, 86653 



0,01745 
03491 
o6238 
06987 
08737 

10490 
12246 
i4oo5 
16769 
17036 

19310 
21088 
22873 
24664 
26463 

28270 
3oo85 
31909 
33742 
35686 

37441 
39307 

4 1186 
43077 
44982 

46901 

48836 
60786 
62762 
64736 

66739 
68760 
60802 
62866 
64960 

67068 
69131 

71349 
73533 

76745 

77987 
80268 

82662 

84898 

0,87270 



80- 


85* 


0,01745 


0,01745 


03491 


03491 


06238 


05238 


06987 


06987 


08737 


08738 


10491 


10491 


12247 


12248 


14007 


i4oo8 


16771 


16772 


17540 


17542 


19314 


19317 


21094 


21098 


22880 


22886 


24674 


24680 


26476 


26482 


28284 


28293 


3oioa 


3oil2 


31929 


31942 


33766 


33781 


356i5 


35632 


37474 


37494 


39346 


39369 


4i23o 


41267 


43128 


43169 


45o4o 


45075 


46967 


47008 


48910 


48966 


60870 


60922 


52847 


62906 


54843 


54908 


66858 


66931 


68893 


68976 


60960 


61042 


63o29 


63i3i 


65i32 


66245 


67260" 


67386 


69414 


69662 


71^94 


Vl^l 


73804 


73972 


76043 


76228 


7831 3 


786x7 


80617 


80841 


82954 


8320O 


85329 


86698 


0,87741 


0,88037 



90« 



0,01745 

03491 

.06238 

06987 

08738 

10491 
12248 
14008 
16773 
17543 

19318 
21099 
22886 
24681 
26484 

28296 
3oii6 
31946 
33786 
36638 

37601 

39377 
41266 

43169 

46088 

47021 
48972 
60939 
62926 
54931 

55966 
69003 
61073 
63i66 
66284 

67428 

69599 

71799 
74029 

76291 

78686 
80917 
83284 
86690 
0,88137 



a3o 
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e 



? 



o« 



5« 



10' 



46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
6S 
69 
70 

71 

72 
73 
74 
75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 



o, 80285 
82o3o 
88776 
85521 
87266 

89012 
90757 
92502 
94248 
9^993 

97738 

o,99i84 

1,01229 

02974 

20 



047 

o6465 
08210 
09956 
11701 
13446 

16192 
16937 
18682 
20428 
22173 

28918 

25664 
27409 
29154 
30900 

32645 
34390 
36i36 
37881 
39626 

41872 
43117 
44862 
46608 
48353 

50098 

5 184/1 

53589 

55334 

1,57080 



0,80843 
82092 
8384 1 
85590 
87889 

89088 
90888 
92587 
94337 
96086 

97886 

0,99686 

I ,0x886 

08086 

04887 

06687 
08888 
10088 
11889 
18690 

i534o 
17091 
18842 
20698 
22845 

24096 
26847 

27599 
29860 

3lI02 

82868 
84606 

86856 
88108 
89860 

4l6l2 

43364 
46116 
46867 
48619 

60871 
62128 
68876 
66627 
1,67879 



0,80616 
82276 
84086 
86796 
87666 

89817 
91078 
92841 
94608 
96866 

98180 

0,99894 
I ,01668 

08428 

06188 

06964 
08720 
10486 
12268 

l4020 

16787 
17666 
19824 
21092 
22861 

24680 
26400 
28169 

29939 
81710 

33480 
86261 
87022 
88798 
40666 

42836 
44108 
45879 
47661 
49428 

61196 
62968 
64740 
66612 
1,68284 



15« 



, 8080 1 
82678 
84866 
86186 
87916 

89^97 

91479 
98262 

96047 

96882 

0,98618 

I , oo4o6 

02194 

08984 

06774 

07666 
09868 
1 1161 
12946 
14740 

16686 
i8883 
20180 
21928 
28727 

26627 
27828 
29129 
80980 
82783 

84636 
86889 
88143 

39947 
41762 

43557 
45362 
47168 

48974 
60781 

62687 

54394 
66200 

58007 

1,69814 



20- 


25- 


30» 


35- 


40- 


45» 


0,81198 


0,81701 


0,82806 


0, 88001 


0,88779 


0,84633 


82999 


88686 


84178 


84920 


86762 


86656 


84808 


86871 


86066 


86846 


87734 


88701 


86609 


87211 


87937 


88779 


89726 


907^9 


88416 


89064 


89826 


90719 


91726 


92829 


90226 


90901 


91716 


92666 


98786 


949" 1 


92087 


92760 


98618 


94618 


96766 


97007 


98860 


94608 


96614 


96678 


97784 


0,99115 


96666 


96468 


97420 


0,98645 


0,99822 


1,01237 


97488 


0,98817 


0,99881 


1,00619 


1,01871 


03371 


0,99802 


1,00179 


1,01247 


02499 


08928 


o55ig 


1,01128 


02044 


08167 


04487 


06996 


07680 


02946 


08912 


06092 


06481 


08078 


09854 


04770 


06788 


07021 


08482 


10169. 


12042 


06697 


07667 


08966 


10490 


12266 


14243 


08426 


09534 


10894 


12604 


14361 


16457 


10266 


ii4i4 


12887 


14626 


16476 


i8685 


12087 


18296 


14784 


16662 


18601 


20936 


18920 


16182 


16786 


18686 


20786 


23i8o 


16766 


17070 


18691 


20626 


22877 


25447 


17692 


18961 


20661 


22672 


• 26029 


27727 


19480 


20864 


22616 


24724 


27190 


30020 


21269 


22760 


24688 


26782 


29869 


. 32325 


28110 


24648 


26666 


28846 


31687 


34642 


24968 


26648 


28680 


80916 


33728 


36972 


26796 


28461 


80609 


82990 


36917 


39313 


28641 


80866 


82491 


36070 


38ii8 


41666 


80488 


82263 


34477 


87166 


40828 


44o3o 


32336 


34172 


86466 


89244 


42644 


464o4 


34184 


86088 


88457 


41339 


44767 


48788 


86084 


37996 


40452 


43437 


46997 


5ii83 


87884 


399" 


42449 


45540 


49282 


53586 


89786 


41827 


44449 


47647 


61474 


66999 


41688 


43744 


4645 1 


497^7 


53721 


58419 


43442 


46663 


48465 


61870 


66973 


6o848 


46296 


47688 


60462 


. 58987 


68280 


63283 


47160 


49604 


62470 


66106 


60491 


66725 


49006 


61426 


64479 


68228 


62766 


68172 


60861 


68350 


66490 


60862 


66024 


70625 


62717 


66278 


686o3 


62478 


67296 


78083 


54674 


67198 


60616 


64606 


69669 


75542 


66481 


69128 


62680 


66734 


71844 


78006 


68288 


61048 


64545 


68864 


74121 


8047a 


60145 


62974 


66660 


70994 


76399 


82939 


1,62008 


1,64900 


1,68676 


1,78126 


1,78677 


1,85407 
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50» 


55"» 


60» 


65- 


70° 


75« 


80» 


85» 


90'> 


o,855i5 


0, 86431 


0,87342 


0, 88213 


0,89006 


0,89678 


0,90198 


0,90617 


0,90628 


87614 


88601 


89585 


90529 


91390 


92124 


92687 


98042 


98168 


89729 


90791 


91853 


92875 


938 II 


94610 


96226 


96614 


957 1 7 


91860 


93001 


94146 


95252 


96267 


97» 39 


0,97810 


0,98235 


0,98881 


94008 


95232 


96465 


0,97660 


0,98762 


0,997»» 


I, 00444 


1,00909 


1,01068 


96171 


97481 


0,98811 


1,00102 


1,01297 


1,02829 


08129 


o3638 


08812 


0,98352 


0,997-^9 


i,oii85 


02378 


03872 


04996 


06868 


06426 


06616 


I , oo55o 


i,o2o55 


03587 


05089 


06491 


0771 1 


08666 


09274 


09488 


02765 


04374 


06018 


07637 


09165 


10481 


Il 621 


12188 


12418 


04998 


06716 


08479 


10223 


Il 865 


i33o7 


14442 


16171 


15428 


07248 


09082 


10971 


12848 


14624 


16190 


17480 


18229 


18606 


09517 


11472 


i3494 


i55i3 


17433 


19186 


20488 


21 364 


21667 


ii8o3 


i3886 


i6o5o 


18220 


20296 


22146 


28628 


24582 


24916 


i4io8 


i6325 


18638 


20970 


23212 


26228 


56887 


27890 


28267 


16432 


18788 


21254 


23764 


26186 


28871 


80186 


81292 


81696 


18773 


21277 


23916 


26604 


29219 


81694 


33524 


34795 


86240 


2ii34 


23792 


26606 


29490 


323l4 


34897 


87008 


88407 


88899 


235i3 


26332 


29332 


32425 


35473 


88281 


4009^ 


42186 


42679 


25910 


28898 


32oq4 


35400 


38699 


41768 


44288 


46989 


46691 


28326 


3i49i 


34893 


38443 


41994 


45816 


48098 


49977 


60645 


30760 


34109 


37728 


41629 


45360 


48976 


62081 


64112 


64866 


33212 


36753 


40600 


44668 


48800 


62788 


66096 


684o4 


69282 


35683 


39423 


43510 


47860 


62317 


66606 


60808 


62868 


68794 


38171 


42119 


46457 


5i 107 


66913 


60686 


64661 


67618 


68667 


40677 


4484o 


49441 


544*0 


59691 


64684 


69181 


72872 


78542 


43200 


47587 


52463 


57768 


63362 


68906 


78877 


77450 


78771 


45739 


5o359 


55522 


61182 


67198 


78266 


78769 


82774 


84278 


48296 


53i55 


586i8 


64653 


71x32 


77743 


88844 


88870 


90079 


50867 


5597^ 


61750 


68180 


751 56 


82871 


' 89146 


1,94267 


1,96226 


53455 


58817 


64918 


71763 


79269 


87146 


1,94682 


2,00499 


2,02769 


56o56 


61682 


68120 


75401 


83473 


92078 


2,00470 


07 106 


09782 


58672 


64569 


71 356 


79094 


87768 


Ij97ï57 


06629 


i4i86 


17212 


6i3o2 


67476 


74625 


82840 


91154 


2,02408 


12878 


21644 


26280 


63943 


7o4o3 


77924 


86637 


1 ,96630 


07818 


19688 


29694 


84o4o 


66597 


73347 


81253 


90484 


2,01198 


18890 


26627 


38365 


48626 


69261 


76309 


84609 


94377 


06840 


19181 


88866 


47748 


54209 


71935 


79286 


8799» 


i,983i3 


10668 


25o85 


4x669 


67954 


66081 


74618 


82278 


91395 


2,02290 


16371 


81097 


49648 


69109 


79422 


77309 


85281 


94821 


o63o3 


20244 


87809 


68io5 


81862 


2,94870 


80006 


88296 


1,98264 


io348 


26178 


48658 


66986 


2,94869 


8, 18180 


82710 


91320 


2,01723 


14421 


3oi66 


60129 


76116 


8,09782 


35467 


854i8 


94351 


o5i94 


i85i5 


36198 


66708 


856 12 


26198 


8,64268 


88129 


1,97388 


08674 


22627 


40266 


68867 


2,96866 


44116 


4,o48i3 


90843 


2,00429 


12161 


26760 


45354 


70068 


3,o63o4 


68279 


4,74i35 


1,93558 


2,03472 


2,i5652 


2,30879 


2,60466 


2 , 76806 


8,16889 


8,88174 


00 
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^^^^^ 


( 


) 


_ 




• 




? 
















0» 


5- 


10» 


\b- 


20» 


25* 


30» 


35- 


40» 


45» 




1 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,01745 


0,0174 


2 


03491 


03491 


03491 


03491 


03491 


03491 


03490 


03490 


03490 


0349. 


3 


o5236 


00236 


o5236 


o5236 


o5236 


o5236 


o5235 


o5235 


o5235 


o533i 


4 


06981 


06981 


06981 


06981 


06981 


06980 


06980 


06979 


06979 


0697^ 


5 


08727 


08727 


08726 


08726 


08725 


08725 


08724 


08723 


08722 


08721 


6 


10472 


10472 


10471 


10471 


10470 


10469 


10467 


io466 


10464 


10^63 


7 


12217 


12217 


12216 


I22l5 


122x4 


12212 


12210 


12207 


12205 


iaao3 


8 


13963 


13962 


13961 


1 3960 


13957 


13955 


13951 


13948 


13944 


18940 


9 


15708 


15707 


15706 


15704 


15700 


15696 


15692 


15687 


i568i 


15676 


10 


17453 


1 7453 


17451 


17447 


17443 


17438 


17431 


17427 


17417 


17409 


11 


19199 


'9*98 


19 195 


I9I9I 


19185 


19178 


19169 


19160 


19150 


19140 


12 


20944 


20943 


20939 


20934 


20926 


20917 


20906 


20894 


20881 


20868 


13 


22689 


22688 


22683 


22676 


22667 


22655 


22641 


22626 


22609 


22593 


14 


24435 


24433 


24427 


24419 


24406 


24392 


24374 


24355 


24335 


24314 


15 


26180 


26178 


26171 


26160 


26145 


26127 


26106 


26083 


26o58 


a6o33 


16 


27925 


27923 


27914 


27901 


27883 


27861 


27836 


27807 


27777 


27746 


17 


29671 


29667 


29658 


29642 


29620 


29594 


29563 


29529 


29493 


39455 


18 


3i4i6 


3i4i2 


3i4oi 


3i382 


3i357 


3i325 


31289 


31248 


3i2o5 


3ii6i 


19 


33i6i 


33 157 


33i43 


33i2i 


33092 


33o55 


33oi2 


32965 


32914 


32869 


20 


34907 


34901 


34886 


34860 


34825 


34783 


34733 


34678 


34619 


34558 


21 


36652 


36646 


36628 


36598 


36558 


365o9 


3645 1 


36387 


363 19 


36249 


22 


38397 


38390 


38370 


38336 


38290 


38233 


38167 


38094 


38oi5 


3793< 


23 


40143 


4oi35 


401 II 


40073 


40020 


39955 


39880 


39796 


39707 


39614 


24 


41888 


41879 


4i852 


41809 


41749 


41676 


41590 


41496 


4x394 


4128s 


25 


43633 


43623 


43593 


43544 


43477 


43394 


43298 


43191 


43076 


42958 


26 


45379 


45367 


45333 


45278 


452o3 


45iio 


45002 


44882 


44753 


4463C 


27 


47124 


47111 


47074 


47012 


46928 


46824 


46703 


46569 


46425 


4627É 


28 


48869 


48855 


4881 3 


48745 


4865 1 


48536 


48402 


48252 


48092 


479^ 


29 


5o6i5 


5o599 


5o553 


5o477 


50373 


50245 


50097 


4993» 


49753 


4956î 


30 


5236o 


52343 


52292 


52208 


52094 


51953 


51788 


5i6o5 


5x4o9 


5l20Î 


31 


54io5 


54086 


54o3o 


53938 


538i3 


53657 


53476 


53275 


53o59 


5283^ 


32 


5585 1 


55830 


55768 


55667 


5553o 


55360 


55i6i 


54940 


54703 


5445< 


33 


57596 


57573 


57506 


57396 


57245 


57059 


56842 


566oo 


5634x 


S6o7( 


34 


59341 


59317 


59243 


59123 


58959 


58756 


58520 


58256 


57972 


5767: 


35 


61087 


61060 


60980 


6o85o 


60672 


6045 1 


60194 


59907 


59598 


5927^ 


36 


62832 


62803 


62716 


62575 


62382 


62143 


61864 


6x552 


6x217 


QM 


37 


64577 


64546 


64452 


64300 


64091 


63832 


63530 


63193 


6283o 


62451 


38 


66323 


66289 


66188 


66023 


65798 


655 19 


65193 


64828 


64436 


6402' 


39 


68068 


68o3i 


67923 


67746 


67503 


67203 


6685 1 


66459 


66o35 


6559i 


40 


69813 


69774 


69658 


69467 


69207 


68884 


685o6 


68084 


67628 


6715: 


41 


71 558 


71517 


71392 


71188 


70909 


70562 


70157 


69703 


69214 


6870: 


42 


73304 


73259 


73126 


72907 


72609 


72238 


71804 


7i3i8 


70793 


7024 


43 


75049 


75001 


74859 


74626 


74307 


73910 


73446 


72927 


72365 


7'7^ 


44 


76794 


76744 


76592 


76343 


76003 


75580 


75o85 


74500 


73931 


7330 


45 


0,78540 


0,78486 


0,78324 


0,78059 


0,77697 


0,77247 


0,76720 


0,76128 


0,75489 


0,7481 



INTÉGRALES KLLIPTIQUKS DE SECONDE ESPÈCE ! TABLE III. 
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1 






50» 


o 

1 

2 
3 


0,01746 
03490 
06235 


4 

5 


06978 
08720 


6 


T0461 


7 

8 

9 

10 


12199 
13936 
16670 
17401 


11 


19130 


12 


20855 


13 


22676 


14 

15 


24293 
26006 



6 



27714 
29418 
3iii6 
32809 

34496 

36178 
37853 
39621 
4ii83 
42838 

44486 
46126 

47759 
49383 

5 1000 

52608 
54207 
55798 

57379 
68962 

6o5i5 
62068 
636i2 
65i46 
66671 

68i85 
69688 
71182 
72665 
9»74i37 



55» 


60» 


0,01745 


0,01745 


03490 


03490 


06234 


06234 


06978 


06977 


08719 


08718 


10459 


10458 


12197 


12196 


13932 


13929 


i5665 


i566o 


17394 


17387 


19120 


19110 


30842 


2o83o 


22669 


22644 


24272 


24263 


26981 


26967 


27684 


27655 


29381 


29347 


31073 


3io32 


32768 


32710 


34437 


34381 


36109 


36o44 


37773 


37699 


39431 


39346 


4ïo8o 


40983 


42722 


42612 


44355 


44232 


45980 


45842 


47696 


47441 


49202 


4903 1 


50799 


60609 


52386 


52177 


53964 


53733 


5553 1 


66278 


67087 


568 II 


58634 


58332 


60169 


69841 


61693 


61337 


632o6 


62820 


64707 


64290 


66197 


66746 


67676 


67189 


69140 


68619 


70694 


70034 


72o36 


71435 


0,73466 


0,72822 



G5« 



0,01745 
03490 
00234 
06977 
08718 

10456 
12192 
13926 
i6655 
17381 

19102 
20819 

2253o 
24236 

20936 

27629 
29316 
30996 

32666 
34330 

35986 
37631 
39268 
40896 

42613 

44 120 
45716 

47301 

48876 

60437 

61986 
53524 

55o48 
66669 
68067 

69641 
61011 
62467 
63908 
65334 

66745 
68140 
69620 
70884 
0,72232 



70* 



0,01745 
03490 
06234 
06976 
08717 

10455 
12190 
13923 
i566i 
17376 

19096 
20809 
22618 
24221 
26917 

27606 
29288 
30963 
32629 
34286 

- 35934 
37672 
39201 
40819 
42426 

44023 
46607 
47180 
. 48740 
60287 

61821 
53341 
54848 
5634o 
67818 

69280 
60727 
62169 
63574 
64974 

66356 
67722 
69070 
70401 
0,71716 



750 


80« 


0,01745 


0,01745 


03490 


03490 


o6i34 


06234 


06976 


06976 


08716 


08716 


10454 


10453 


12 189 


12188 


1 3920 


13919 


i5648 


i5645 


17371 


17367 


19089 


19084 


20801 


20796 


22608 


22601 


24209 


24200 


26902 


26891 


27688 


27676 


29267 


!2925o 


30937 


30917 


32698 


32675 


34260 


34224 


35892 


35862 


37626 


37490 


39146 


39106 


40767 


40711 


42356 


423o4 


43944 


43885 


45518 


45453 


47081 


47007 


48629 


48548 


5oi65 


60074 


61686 


5i586 


53193 


53082 


64684 


54563 


56i6i 


66028 


67622 


67477 


59067 


68909 


60496 


6o323 


61907 


61720 


633o2 


63o99 


64679 


64459 


66o38 


66801 


67379 


67124 


68701 


68426 


70006 


69710 


0,71289 


0,70972 



85» 


90«» 


0,01745 


0,01745 


03490 


03490 


06234 


06234 


06976 


06976 


08716 


08716 


10.453 


10453 


12187 


12187 


13918 


13917 


i5644 


16643 


17366 


17366 


19082 


19081 


20792 


2079Î 


22497 


22496 


24194 


24192 


25884 


26882 


27667 


27664 


29241 


29237 


30906 


3oqo2 


32661 


32667 


34207 


34202 


35843 


35837 


37468 


37461 


39081 


39073 


4o683 


40674 


42273 


42262 


43849 


43837 


4541 3 


45399 


46962 


46947 


48498 


48481 


60019 


60000 


61625 


5i5o4 


53oi5 


62992 


54489 


54464 


66947 


66919 


67388 


67358 


588 II 


58779 


60217 


60182 


61606 


61666 


62974 


62932 


64324 


64279 


65655 


66606 


66966 


66913 


68267 


68200 


69627 


69466 


0,70777 


0,70711 
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INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPÈCE : TABLE III. 



? 



0" 



46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
68 
69 
70 

71 

72 
73 

74 
75 

76 

77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 



0, 80285 

. 82o3o 

83776 

85521 

87266 

89012 
90757 
92502 
94248 
9'5993 

97788 

0,99484 
I ,01229 

02974 

04720 

06465 
08210 
09956 
11701 
13446 

15192 
16987 
18682 
20428 
22178 

28918. 
25664 
27409 
29154 
80900 

82645 
34890 
36i36 
87881 
39626 

41872 
48117 

44862 
46608 
48353 

50098 

5i8M 

53589 

55334 

1,57080 



0,80228 
81969 
88711 
85453 

87 '94 

88986 
90677 
92418 
94i59 
95900 

97641 

0,99881 

1,01122 

02868 

04608 

06343 
08084 
09824 
II 564 
i83o4 

i5o43 
16783 
i8523 
20262 
22002 

28741 
25481 
27220 
28969 
80698 

82437 
84176 
35915 
87654 
89898 

41182 

42871 
44610 
46349 
48087 

49826 
5i565 
538o4 
55o42 
0,56781 



10« 



o,8oo56 
81787 
835i8 
85249 

86979 

88709 
90488 
92166 
98895 
95622 

97350 

0^99077 
I , oo8o3 

02529 

04^55 

05980 
07705 
09480 

11154 

12878 

14601 
16824 
i8o47 

19769 
21491 

28218 
24935 
26656 
28877 
80097 

3i8i8 
33588 
35258 
86978 
88698 

40417 
42187 
43856 
45575 
47294 

49018 
50782 
52451 
54170 
0,55889 



lô» 


20» 


0,7977^ 


0,79890 


81489 


81081 


88202 


82770 


84914 


84457 


86626 


86142 


88386 


87826 


90045 


89507 


91753 


91187 


98450 


9?865 


95166 


94541 


96872 


96216 


0,98576 


97889 


1,00279 


0,99560 


01981 


1,01229 


o3683 


02897 


o5383 


o4563 


07083 


06228 


08781 


07891 


10479 


09553 


12176 


11218 


18878 


1 287 1 


i5568 


14529 


17263 


i6i85 


18957 


17889 


2o6bo 


«9493 


22843 


21 145 


24084 


22796 


25726 


24446 


27417 


26094 


29107 


27742 


80796 


29889 


82486 


3io35 


34174 


82680 


35862 


34325 


87550 


35968 


39288 


87611 


40925 


89254 


42612 


40896 


44299 


42537 


45985 


44178 


47671 


45819 


49357 


474^9 


5 1043 


49100 


52729 


5o74o 


o,544i5 


1,52880 



25* 


SO» 


35» 


0,78911 


0,78860 


0,77721 


80578 


79977 


79808 


82281 


81599 


80890 


88887 


88217 


82466 


85539 


84832 


84086 


87189 


864^2 


856oi 


88836 


88048 


87161 


90481 


89650 


88715 


92122 


91248 


90264 


98761 


92843 


91807 


9^897 


94483 


98345 


97080 


96019 


94878 


0,98661 


97602 


96405 


I ,00289 


0,99180 


97928 


01915 


1,00756 


0,99445 


o8538 


02827 


1,00957 


o5i58 


08895 


02465 


06776 


05459 


0896- 


08892 


07020 


05465 


iooo5 


08577 


06958 


11616 


10182 


08447 


18225 


ii683 


09982 


14882 


18281 


Il4l2 


16437 


'14776. 


12888 


i8o4o 


i63i8 


14360 


19640 


17857 


i5828 


21289 


19394 


17298 


22887 


20928 


18754 


24482 


22459 


202 II 


26026 


28989 


21666 


27619 


255i6 


28117 


29210 


27041 


24566 


80800 


28565 


26012 


82889 


3oo86 


27456 


33976 


81606 


28897 


35563 


38124 


80886 


87148 


34641 


81778 


88788 


36i57 


88209 


40817 


37672 


34643 


41900 


89186 


36076 


43488 


40699 


87508 


45066 


42211 


38989 


46648 


43728 


40869 


48280 


45235 


41799 


1,49811 


1,46746 


1,43229 



40« 



0,77040 
78584 
80121 
8i65i 
88178 

84689 
86197 
87698 
89198 
90680 

92160 
98684 
95100 
96560 
98013 

0,99460 

i , 00900 

02334 

08762 

o5i83 

06599 
08009 
09418 
10812 

I2205 
18594 

'4977 
i6356 

17781 

19101 

20467 
21880 
28189 
24544 

25897 

27246 

28594 

29939 
81282 

82628 

33968 
353o2 
3664o 

37977 
1,39314 



IlfTÉGlÀLBS ELLIPTIQUES DE SECONDE ESPÈCE : TABLE III. 
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û 








55« 



60* 



I 



65* 



0,75599 
77o5o 
78490 

79920 
81 338 

82746 
84143 
85539 
86904 
88269 

89622 
90965 

92297 
93619 

949^0 

96231 

97521 

0,98802 

1,00072 

oi333 

02585 
03827 
o5o6o 
06284 
07500 

08707 
09907 
11098 

12283 

13460 

i463i 
. ï5795 
16954 
18107 
19255 

20399 
21 538 
22673 
238o5 
24934 

26061 
27186 
283io 
29432 

I ,3o554 



0.74881 


0,74195 


76285 


75553 


77676 


76896 


79054 


78225 


80419 


79538 


81772 


8o836 


83iii 


82120 


84438 


83388 


85752 


8464 1 


87052 


80879 


88340 


87101 


89614 


883o8 


90876 


89500 


92125 


90677 


93362 


91839 


94586 


92986 


95797 


9^1 18 


96996 


95236 


^ 98.' 83 


,96339 


0,99358 


97427 


I,00522 


98502 


/ 01674 


0,99562 


02815 


I , 00609 


03945 


01643 


o5o64 


02664 


06173 


03672 


07272 


04668 


08362 


o565i 


09442 


06624 


io5i3 


07586 



11077 

12632 

i368o 
14721 
15755 

16784 
1 78o7_ 
18825" 
19839 
2o85o 

21867 
22862 
23865 
24867 
,25868 



08537 
09478 
10410 
ii333 
12249 

i3i56 
14067 
14962 
i584i 
16726 

17606 

i8484 

19359 

20233 

1,21106 



0,73564 

74879 
76177 

-77451) 



ro« 



0,78010 
74287 
75546 
767S6 



787:14 I 7H007 



7997» 

8l20't 

82416 

836 10 
84788 

8o9'49 
87092 
88217 
89326 
90416 

9 «488 
92643 
93681 
9^602 
96606 

96693 

97561 

98618 

0,99^66 

1,00379 

01286 
02178 
o3o6() 
03919 
04769 

06607 
06432 
07246 

08047 
08839 

09621 
10396 
1 1161 
Il 920 
12673 

13421 
i4i65 
14906 
16645 
i,i6383 



79-.»oH 
S(»3()i 

«2()<>« 
«3H22 

S'|9:»6 
S()oii 
S7076 

SSlK) 

«<)i4''i 

90148 
91132 
92096 

93(>4i 
939(16 

9l«70 
9676G 

96()22 

97169 

9S29S 

99108 

Oî999"" 
1 , 00674 

oi43i • 

02172 

02896 
o36o6 
01^300 
o'igSi 
06648 

o63o4 
06948 
07682 
08207 
08826 

09435 

ioo4i 

10642 

II24I 

i,ii838 



70' 



0,72664 
73S00 
76026 
76230 
-"'11 '1 



7S67S 
79720 

SoS'ia 
81941 
S3o2o 

8^,076 
86 1 1 o 
86122 
87 1 1 j 

88080 

89026 

i<i)9l« 

908 ',8 

91726 

92680 
93'|i2 

9^|222 

960 1 o 

95775 
96619 

97240 

979'l« 
98619 

9927^ 
o,999»6 

1,00634 
oii33 

01714 
02277 
02823 

o336i 
03870 
04372 
o48b3 
06343 

o58i3 
06277 
06735 
07188 
1 , 0764 I 



8U- 



0,72210 
73436 
7'|636 
76816 

7697' 
78106 

7;h'« 

8o.'io7 
8137', 

82417 

8:i'|36 
8^,32 
86'40'^ 
86362 
87276 

88176 

89"to 
89898 

90273 

91623 

92297 
930 '17 
93771 

96i4'| 

95793 
96417 

97016 

97590 
98141 

98667 

99 '70 
0,99660 

1,00107 

00643 

00968 

0136', 
01781 
02091 
02436 

02768 
08089 
o34oi 
08708 
I , o4o 1 I 



86- 



IK)- 



I 



0,7200;) 
78211 

7'|396 

70008 

7()()97 
--81'. 

78^07 

79976 
81021 

8-.>o'|2 



88089 j 
8'|0i(. 

«liH7 \ 



86878 
8(>778 

87(î43 

88 ',86 
89808 

9<^<>9'l 
90808 



I 



9 1096 I 
92806 

929^7 
98642 

94270 

9 '1870 
96442 

95987 
96608 

96992 

97453 

97887 
98298 

98671 

99028 

99848 

99646 

0,99920 

1,00168 

00894 

00698 
00784 
00954 
oiii3 
1,01266 



0,71934 
78186 

7l'^M 

7'»'l7» 
76604 



/ / / 



1;) 



78801 
79^64 
80902 
81916 

82()04 

88867 

8',8o5 

8">7»7 
8()6o3 

«7162 
88296 
89 1 o I 

89879 
9068 1 

91866 

()206o 

92718 

98868 
93969 

94662 
96106 
96G80 
96126 

96698 

97080 
97437 

97816 

98168 

98^81 

98769 
99027 
99266 
99462 

99619 

99266 

99868 

99939 
0,99985 

1 ,00000 



a3o 



INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE PREMIÈRE ESPÈCE : TABLE 11. 







? 



0« 



5« 



10* 



46 
47 
48 
49 
50 

51 
52 
53 
54 
55 

56 
57 
58 
59 
60 

61 
62 
63 
64 
65 

66 
67 
6S 
69 
70 

71 
72 
73 
74 

75 

76 
77 
78 
79 
80 

81 
82 
83 
84 
85 

86 
87 
88 
89 
90 



o,8o285 
82o3o 
83776 
85521 
87266 

89012 
90757 
92502 
9^248 

9^993 

97738 

o,99i84 

1,01229 

02974 

04720 

o6465 
08210 
09956 
11701 
13446 

15192 
16937 
18682 
20428 
22173 

23918 
25664 
27409 
29154 
30900 

32645 
34390 
36i36 
37881 
39626 

41372 
43117 
44862 
46608 
48353 

50098 
5i84'| 
53589 
55334 
1,57080 



0,80343 


o,8o5i5 


82092 


82375 


8384 1 


84o35 


85590 


85795 


87339 


87556 


89088 


89317 


90838 


91078 


92587 


92841 


94337 


94603 


96086 


96366 


97836 


98180 


0,99586 


0^99894 


i,oi336 


I ,oi658 


o3o86 


03428 


04837 


o5i88 


06587 


06954 


08338 


08720 


10088 


10486 


Il 839 


12253 


13590 


l4020 


i534o 


15787 


17091 


17555 


18842 


19824 


20593 


21092 


22345 


22861 


24096 


2463o 


25847 


26400 


27599 


28169 


29350 


29939 


3 II 02 


81710 


32853 


33480 


34605 


3525i 


36356 


87022 


38io8 


88793 


39860 


4o565 


4l6l2 


42886 


43364 


44108 


45ii5 


45879 


46867 


47651 


48619 


49428 


50371 


51195 


52123 


52968 


53875 


54740 


55627 


565 12 


1,57379 


1,58284 



15* 



20" 



0,80801 


0,81 198 


82578 


82999 


84356 


84808 


861 35 


86609 


87915 


88416 


«9^97 


90226 


9» 479 


92087 


98262 


98850 


95o47 


95666 


96882 


97488 


0,98618 


0,99802 


i,oo4o6 


1,01128 


02194 


02946 


0398^ 


04770 


05774 


06597 


07566 


08425 


09358 


10255 


I ii5i 


12087 


12945 


18920 


i474o 


15755 


i6586 


17592 


18888 


19480 


20180 


21269 


21928 


28110 


28727 


24953 


25527 


26796 


27828 


286^1 


29129 


80488 


80980 


82885 


82783 


84184 


84535 


86084 


36889 


87884 


38i43 


89786 


399^7 


4i588 


41752 


43442 


43557 


45296 


45362 


47i5o 


47168 


49005 


48974 


5o86i 


50781 


52717 


52587 


54574 


54894 


5648 1 


56200 


58288 


58007 


60145 


1,59814 


1,62008 



25' 



0,81701 
88585 
85871 
87211 
89054 

90901 
92750 
94608 
96458 
0,98817 

1,00179 

02044 
08912 

05788 

07657 

09534 

ii4i4 
18296 

i5i82 
17070 

18961 
20854 
22750 
24648 
26548 

28451 
3o856 
82268 
84172 
86088 

37996 

8991» 
41827 

4874 'f 
45663 

47583 
495o4 
51426 
58850 
55278 

57198 
59128 
61048 
62974 
1,64900 



30« 



35* 



40* 



45* 



0,82805 
84178 
86o55 

87987 
89825 

91716 
98618 
95514 
97420 
0,99881 

1,012^7 

08167 
05092 
07021 
08955 

10894 

128*87 

14784 

16785 
I869I 

2o65i 
22615 
24583 
26555 
2853o 

3o5o9 
82491 

84477 
86466 

88457 

40452 
42449 

444^9 
46451 

48455 

50462 
52470 

54479 
56490 

585o3 

6o5i6 
62580 
64545 
6656o 
1,68575 



0,88001 


0,88779 


0,8462 


84920 


85752 


8665» 


86846 


87784 


8870 


88779 


89725 


907^! 


90719 


91725 


92821 


92665 


98785 


9491' 


94618 


95755 


9700; 


96578 


97784 


0,9911! 


0,98545 


0,99822 


1,0128; 


1,00019 


1,01871 


08871 


02499 


08928 


o55i( 


04487 


05996 


0768{ 


06481 


08078 


0985/ 


08482 


10159. 


1204: 


10490 


12256 


i42ii; 


i25o4 


I486I 


i645: 


14525 


16476 


1868: 


i6552 


I860I 


2092^ 


i8586 


20785 


23i8c 


20626 


22877 


25«: 


22672 


• 25029 


27727 


24724 


27190 


80020 


26782 


29359 


82825 


28846 


81587 


34642 


80915 


88723 


86972 


82990 


35917 


39813 


35070 


88118 


41666 


87155 


40828 


44o3o 


89244 


42544 


464o4 


41889 


44767 


48788 


43437 


46997 


5ii83 


45540 


49282 


58586 


47647 


5i474 


5599s 


497^7 


53721 


584IS 


51870 


55978 


6o84^ 


. 58987 


5823o 


63a8: 


56 106 


60491 


5572! 


58228 


62756 


6817: 


6o352 


65024 


7062I 


62478 


67295 


7808; 


646o5 


69569 


7554 


66784 


71844 


78001 


68864 


74121 


8047 


70994 


76899 


8298 


1,78125 


1,78677 


i,854o 



INTÉGRALES ELLIPTIQUES DE PREMIÈRE ESPÈCE : TABLE II. 



23l 



6 




o,855i5 
87614 

89729 
91860 

94008 

96171 

0,98352 

i,oo55o 

02765 

04998 

07248 
09617 
ii8o3 
i4io8 
16432 

18773 
aii34 
235i3 
26910 
28326 

30760 

33212 

35683 
38171 
40677 

43200 
45739 
48296 
60867 
53455 

66066 
68672 
6i3o2 
63943 
66697 

69261 
71935 
74618 
77309 
80006 

82710 
85418 
88129 
90843 
1,93658 



55" 


60" 


650 


0,8643 I 


0,87342 


0,88213 


88601 


89686 


90629 


90791 


91863 


92876 


93001 


94146 


96262 


96232 


96466 


0,97660 


97484 


0,98811 


1 , 00 I 02 


0,997^9 


1,01186 


02678 


I, 02066 


03687 


06089 


04374 


06018 


07637 


06716 


o8'i79 


10223 


09082 


10971 


12848 


11472 


13494 


i55i3 


i3886 


16060 


18220 


i6325 


18638 


20970 


18788 ' 


21264 


23764 


21277 


23916 


26604 


23792 


26606 


29490 


26332 


29332 


32426 


28898 


3209^1 


35409 


3i49i 


34893 


38443 


34109 


37728 


41629 


36753 


40600 


44668 


39423 


43610 


47860 


42119 


46467 


5 ï 1 07 


4484o 


49441 


54410 


47687 


62463 


67768 


60359 


56522 


61182 


53i66 


68618 


64663 


6697^ 


61760 


68180 


68817 


64918 


71763 


61682 


68120 


76401 


64669 


71 356 


79094 


67476 


74626 


82840 


7o4o3 


77924 


86637 


73347 


81263 


90484 


76309 


84609 


94377 


79286 


8799» 


i,983i3 


82278 


91396 


2,02290 


86281 


94821 


o63o3 


88296 


1,98264 


io348 


91320 


2,01723 


14421 


94361 


06194 


i85i5 


1,97388 


08674 


22627 


2,00429 


Ï2l6l 


26760 


2,03472 


2,16662 


2,30879 



70« 



75« 



0,89006 
9 1 390 
9381 1 
96267 

0,98762 

1,01297 
03872 

0649 * 
()<)i56 
Il 865 

14624 
17433 
20296 I 

23212 
26186 

29219 

323i4 
35473 
38699 
41994 

45360 
48800 
62317 
66913 
59691 

63362 
67198 
7ii32 
76166 

792% 

83473 

87768 

92164 

I ,96630 

2 ,01193 

06840 

10668 

15371 

20244 
26178 

3oi66 
36198 
40266 
45354 
2,60466 



0,89678 
92124 
94610 
97^39 

o»997»i 

1,02329 
04996 
0771 1 
104S1 
i33o7 

16190 
19136 
22145 
26223 
28371 

31694 
34897 
38281 
41753 
463i6 

48976 
62738 
66606 
60686 
64684 

68906 
73266 
77743 
82371 
87145 

92073 
1,97^^7 

2,024o3 
07813 
13390 

i9i3i 
25o36 
3 1097 
37309 
43668 

60129 
66703 
63367 
70068 
2 , 76806 



80» 


850 


0,90193 


0,90617 


926S7 


93042 


96226 


96614 


0,97810 


0,98235 


1, 00444 


1,00909 


o3i29 


o3638 


06868 


06426 


08666 


09274 


1 1 62 1 


12188 


14442 


16171 


17430 


18229 


20488 


21 364 


23623 


24582 


46837 


27890 


3oi35 


3 1 292 


33624 


34795 


37008 


38407 


4069I 


42i35 


44288 


46989 


48098 


49977 


52o3i 


54 1 1 2 


66096 


584o4 


6o3o3 


62868 


64661 


67618 


69181 


72372 


73877 


77450 


787^9 


82774 


83844 


88370 


• 89146 


1,94267 


1,94682 


2,00499 


2,00470 


07106 


06629 


i4i36 


12878 


21644 


19638 


29694 


26627 


38366 


33866 


47748 


41669 


57954 


49648 


69109 


68io5 


8i362 


66935 


2,94869 


76116 


3,09782 


86612 


26198 


2,96366 


44116 


3,o63o4 


63279 


3,16339 


3,83i74 



90" 



0,90628 
931 63 

957 1 7 
0,98381 

1,01068 

o38i2 
06616 
09483 
12418 
16423 

18606 
21667 
24916 
28267 
31696 

35240 
38899 
42679 
46691 
60645 

64856 
69232 
63794 
68667 
73542 

78771 

84273 

90079 

1,96226 

2,02769 

09732 
17212 
26280 
34040 
43626 

54209 

66o3i 

79422 

2,94870 

3, i3i3o 

35467 
3,64263 
4,o48i3 
4,74i36 

00 



PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS ET FILS, 

24762 Quai des Grands-Auguslins, 55. 
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